SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 17

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

Ln x
PROBLEMA 1. Representa graficamente la funcion f(x)=——. Razona la
X

representacion analizando su dominio, continuidad, cortes con los ejes coordenados,

simetrias, asintotas, monotonia y curvatura.

1. DOMINIO: El dominio de la funcién es D[f (x)]= |0, +oo[. Ya que el logaritmo sélo

esta definido para niUmeros positivos. Ademas, por otro lado, el denominador se anularia

en x=0.

2. CONTINUIDAD: La funcion f(Xx) es continua en todo su dominio.

3. SIMETRIAS: Dado que la funcién no est4 definida para los nimeros negativos, no

posee ningun tipo de simetria.

4. CORTES CON LOS EJES COORDENADOS:

CorteconelejeOY: x=0 = No corta al eje OY ya que x=0 no pertenece al dominio
. Ln x
CorteconelejeOX: ——-=0 = Lnx=0 = x=1 = A(L0)
X

Asi pues, el Unico punto donde la funcion corta a los ejes coordenados es en el punto

A(L0).
5. ASINTOTAS:

5.1. Asintotas verticales: Se buscan y estudian en aquellos puntos problematicos

respecto al dominio. En este caso cuando x tiende a cero por la derecha (ya que por

la izquierda no hay ninguna funcion definida).

X — 0+ x>0+ X

Lim f(x) = Lim ﬂ:{ﬁ}:_w

5.2. Asintotas horizontales: Para saber si una funcién tiene asintotas horizontales ha

de estudiarse su comportamiento en el infinito.
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. Aplicando
Lim £()= Lim X —| 2 INDETERMINACION |=| "P1eane0 | 17X _
X =+ X — +o0 X o0 LIHOpltaI.“ X =5 400 1

En este caso s6lo tenemos una asintota horizontal en y = 0 cuando X — +o0. Cuando
X — —o0 no hay asintota horizontal ya que la funcion no esta definida para valores

negativos de la variable dependiente.

5.3. Asintotas oblicuas: Sabemos que si una funcién tiene asintota horizontal

entonces no presentara asintota oblicua. En este caso, cuando X — +oo la funcién

presenta una asintota horizontal y por tanto sabemos que no habra oblicua.

6. PERIODICIDAD: La funcion propuesta no tiene ningun tipo de periodicidad.

7. MONOTONIA: Realicemos el estudio de la primera derivada:

1E(X):Lnx _ f,(X):l—l_znx
X X

Igualamos la derivada a cero para obtener los puntos criticos:

1—Lnx_

f'(x)=0 5 0 = 1-Lnx=0 = x=e
X

Analizaremos ahora la monotonia de la funcién:

@D

Signo de f'(x) + -

Monotonia de f(x) __— T

Asi pues, la funcion presenta un maximo absoluto en (e, — |. Es creciente en el intervalo
e

(0, e) y decreciente en el intervalo (g, + o).
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8. CURVATURA: Realicemos el estudio de la segunda derivada:

1

—x?-=—-2x-(1-Ln x)
1-Lnx —X=2x-(1-Ln x
=" = "= X = = XS )_

Igualamos la segunda derivada a cero para obtener los posibles puntos de inflexion:

-3+2Ln x

X3

f"(x)=0 0 = Lnx=g = x=e%2

Analizaremos ahora la monotonia de la funcién:

Signo de f''(x) + -

Curvatura de f(x) \\/ /\

. - . . 3
Asi pues, la funcidén presenta un punto de inflexion en (63/2, 2577 | Es convexa en el
€

3/2

intervalo (0, e3’2) y céncava en el intervalo (e , +oo).

Con esta informacion, se tiene que la representacién grafica de la funcién propuesta es:
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PROBLEMA 2: El Jet Propulsion Laboratory de la NASA desea construir una capsula
espacial. Por motivos dinamicos, quieren que la nave sea cilindrica y rematada por dos
semiesferas para minimizar el efecto del rozamiento. Esta capsula estara destinada a
transportar 300 litros de combustible para la estacion EZ-549 que rota alrededor del
planeta. Ahora bien, debido a que el material destinado a la construccién de la capsula
es muy caro, desean que el coste de elaboracion sea lo mas econdmico posible. Bajo

estas condiciones, ¢cuales deben ser las dimensiones de la capsula?

Paso 1: Realizar una representacion grafica o simbdlica.

T \/ Paso 2: Identificacion de la funcion objetivo

h En este caso, nuestra funcion objetivo sera el area de la capsula,

i g r >y el cual deseamos que sea minima.

Paso 3: Creacion de variables.
r: radio (en dm) de la base del cilindro.
h: altura (en dm) del cilindro
Paso 4: Construccion analitica de la funcion objetivo.

En este caso, nuestra funcién objetivo sera el area de la pared del cilindro circular recto

mas la de una esfera, es decir:
Alr,h)=27rh+4zr?
Paso 5: Determinacion de la condicion de ligadura entre las variables que aparecen
en la funcidn objetivo. En este caso, la condicion de ligadura viene determinada por el
7 s 4 3 2
volumen de la capsula. Asi pues: V(r,h)= FRALARE A -h
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4
300"z
izt h=30 = h=— 3 - p=%0 14
Tr Tr 3

Sustituyendo en la funciéon objetivo:

3002 —frj+47z r’ —
3

Alr,h)=2zrh+4zr> = Alr)=2zx r[
zr

A(r)=@—§7z r’+4zr? = A(r)=@+g7r r?
r r

Paso 6: Ahora que la funcién objetivo depende de una Unica variable, derivamos y

calculamos los extremos relativos (maximos o minimos)

A(r):¥+%ﬂ' r: = A(r)=ﬂ+§
r

zr
Igualamos a cero la derivada y obtenemos los puntos criticos:

—-600 8

> +§7zr=0 — -1800+87r® =0 = r:31/1:OO =31/%z4.15dm
r T T

Construimos una tabla con los posibles valores de la variable r para determinar cual es

el valor que resuelve nuestro problema.

f
\

o
O

)
Signo de V'(x) -

+
Monotonia de V(x) — | —

. , , f225
Por tanto, el valor minimo para el area se alcanzara en r =3/—
T
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Paso 7: Proporcionar explicitamente la solucion del problema.

A la vista de los resultados, vemos que para que la capsula tenga la minima superficie

posible, su radio debe valer:

y su generatriz:
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PROBLEMA 3: Estudia la continuidad de la funcién f(x) y esboza su gréfica:

f(x) = ‘3x2 +9x —12‘

Tenemos dos posibilidades de resolver este problema. Un razonamiento mas rapido y
sencillo, pero otro algo mas tedioso. Comencemos con el sencillo:

RAZONAMIENTO 1:

Es facil observar que la funcion f(X) es continua ya que es composiciéon de funciones

continuas (los polinomios y la funcién “valor absoluto” son continuas, por lo que su
composicion también lo serd). Asi pues, f(x) es continua para todos los nimeros reales.

Para la representacién grafica simplemente hemos de tener presente el efecto que el
valor absoluto causa sobre la funcién que contiene como argumento. El valor absoluto
refleja la grafica de su argumento sobre la parte positiva del eje OX. Asi pues, dado que
la funcion que aparece dentro del valor absoluto es una parabola, simplemente hemos
de representarla y tras ello reflejarla en la parte positiva del eje OX.

g(x) =3x* +9x—-12

Vértice de la parabola:

2
Xv:_£:;9:_§ yVZB.(_Ej +9. _Ej_lzz_ﬁ = V£_§,_E)
2a 6 2 2 2 4 2 4

Cortes con el eje OX:

X?24+9x-12=0 = x*+3x-4=0 = x-=

2 X=-4

~3+9+16 —3i5_{X=1
2

Cortes con el eje OY:
g(0)=3-0°+9-0-12 =-12

Asi pues, una representacion aproximada de la parabola es:
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—-15

120

Asi pues, reflejando la funcion sobre el eje OX, obtenemos la funcion deseada:

__3P

-20 -10 0 10
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RAZONAMIENTO 2:

Se basa en definir la funcion f(x) previamente como una nueva funcion definida a

trozos. Estudiemos el signo del argumento del valor absoluto:

—-3+9+16 —315_{x=1
2

2 X=-4

X?24+9x-12=0 = x*+3x-4=0 = x-=

Signo de g(x) =3x* +9x—12 + - +

Asi pues, la funcion f(x) puede escribirse como:

3x? +9x-12 X < —4
f(X) = [3x° +9x=12] = - 3x* =~ 9x+12 —4<x<1
33X +9x—12 X>1

Dado que todos los tramos son polindmicos, podemos asegurar que el dominio de la
funcion es todo el conjunto de los nimeros reales y que ademas es siempre continua
salvo, a lo sumo, en los puntos de cambio, soldadura o transicion. Analicémoslos:

e Para x=-4

f(-4)=3.16-36-12=0
Lim f(x)= Lim 3x* +9x-12=0 = f(x)es continuaen x = —4
()

X— —4— X— —4—
Lirg f(x)= Lin} —3x*-9x+12=0

e Para x=1

f(1)=3-1+9-12=0
Lim f(x)=Lim —3x* —=9x+12 =0 = f(x) es continuaen x =1

X—1- X—1-
Lim f(x)= Lim —3x* ~9x+12 =0

Asi pues, la funcion es continua para cualquier valor real de x. La representacion seria
igual que la realizada en el razonamiento 1.

®@@ Obra bajo licencia Creative Commons Pedro A. Martinez Ortiz
Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual www.maths4everything.com

4.0 Internacional @maths4everthink


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.maths4everything.com/

