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Optimizacién
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1 a) * Recta tangente en (0, 0): y = 8x
* Recta tangente en (1, 4): y=-9x+ 13
* Recta tangente en (3, 150): y=11x+ 117

b) ¢ Recta tangente en (3, 3): y=— %x + 2—51
* Recta tangente en (3, -7): y = %x - 4?1

¢) No tiene solucién.

d)y=x-2.
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1 Si f(x) esdecreciente en x, entonces existe un entorno de
xg E=(xg—a, xy+a) tal que,si x€E, x=#x, entonces:

fo-fs) _

X —Xq

Por tanto, si f(x) es derivable en xp, se tiene que:

f(xp) = lim SO= fxg) <0

Xx=Xo X — X

& a) f es creciente en (—oo0, —1) y en (3, +o0).
b) f es decreciente en (1, 3).
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2
1 4o X x-06)
7T o2y

x=0
y'=0 <

En x=0 hay un punto de inflexién.

En x =6 hay un minimo relativo.

Aplicaciones de las derivadas

’ x=0 — Punto (0,0)
2 a)}’ =O<x:1 —> Punto(lyl)}

En (0, 0) hay un punto de inflexién.

En (1, 1) hay un mdximo relativo.
x=—1 — Punto(-1,0)
b)y'=0 < x=-2 — Punto(-2,1)
x=-3 — Punto (-3,0)
Hay un minimo relativo en (-3, 0), un médximo relativo
en (-2, 1) y un minimo relativo en (-1, 0).
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1 Los puntos (0,5) y (i —12—1> son puntos de inflexién.

3727
¢ Es céncava en (—oo, 0) U <%, +oo), yaque f''(x) > 0.

* Es convexa en el intervalo (0, %), yaque f'(x) <O0.

2 El punto (2, 2) es un punto de inflexién.
* La funcidn es convexa en (—oo, 2), pues f"'(x) < 0.

* La funcién es céncava en (2, +o0), pues f"'(x) > 0.
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1 El ndmero buscado es x = 5.

@ Los catetos miden 5 cm cada uno. El drea mdxima es de
12,5 cm?.

8 El cuadrado de lado 3 m.
4 El cilindro tendrd radio 1 dm y altura 2 dm.
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1 y=sen x es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR.

Ademads, f(0) = f(n) = 0. Cumple la tesis en: x = T

2
& 4 =2. Cumple la tesis en ? € (0, 2).

8 f(x) es derivable en x =1 vy, por tanto, en el intervalo
(=0,5:4) — f(=0,5)=1=f(4)

Cumple la tesis del teorema de Rolle en x = 2.

4 laderivadasoloseanulaen x=-1 yen x=1.

Supongamos que f(x) tiene dos raices en [-1, 1], sean ¢; y
¢. Por el teorema de Rolle, como f(¢;)) = f(c,) = 0, existirfa
un c€ (¢}, ¢;) talque f'(c) = 0.

Pero f"(x) soloseanulaen x=-1 yen x=1, hemos lle-
gado a una contradiccién.
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8 f(x) escontinua en el intervalo [2, 6] y derivable en (2, 6).
9

La tesis se cumple en ¢= =.

6 Cuando 2=0 y 4 =2 lafuncidn es continua en [-3, 2] y
derivable en (-3, 2).

__13
=770

7 La tesis se cumple en ¢ = ?

1-431
3

8 Se cumple la tesisen ¢ =
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1 Por las hipdtesis, existe un entorno E = (xy — 9, x5 + 0) en
donde f" es negativa.

Sean x; y x, dos puntos del entorno tales que x; < x,.
f cumple las hipétesis del teorema del valor medio en
[x1, x,], por tanto, dc € (x;, x,) tal que:

f(xz)—f(xl)

Xy =X -

F©<0 = fl) —flx) <0 -
- f(xz) <f(x1)

Es decir, f es decreciente en x;,.

s Pl = £, il eh)
R [ ) = \fim, h T S

Si h <0, entonces:
f'(xg+h) >0 — f escreciente a la izquierda de x, (1)
Si h >0, entonces:
f'(xg+h) <0 — f escreciente a la derecha de x, 2)

Por (1) y (2), f presenta un mdximo en x;, ya que es cre-
ciente a la izquierda de x, y decreciente a su derecha.
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la)c=%€(1,4) b)c:%e(o,l)

.t (T -2 .
c)c—4e<6,3> d)c i3 1,908 € (1, 3)
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1 Hazlo tu.
y=—x—2

2 Hazlo tu.

Los puntos de tangencia estdn en la curva y son de la forma
(a,a*—2a+4).

x=-2, f(-2) =12 x=2, f2) =4
8 Hazlo tu.
Si P<3,%); Q(O,%) v R(6,0).

El punto medio del segmento QR es:

2
=40
(0_+6 3_)<3 L) _p
27 2 3
Por tanto, P divide al segmento en dos partes iguales.

Pagina 288

4 Hazlo tu.
a) Es creciente en (—oo, —243) y (243, +00).
Es decreciente en (243, —2); (=2, 0); (0, 2) y (2, 243).
b) Es creciente en (1, +o0) y decreciente en (o, —5).
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6 Hazlo tu.
v=78 km/h

7 Hazlo tu.

El radio crece a una velocidad de 8 mm/s.
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8 Hazlo tu.

El punto (-1, 3) es un mdximo relativo.

9 Hazlo tu.

Los valores buscados son 6=1 y 4= 3.
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11 Hazlo tu.
3 6
r=—— h=—2Xcm
Jn In
12 Hazlo tu.

La vela es un tridngulo recténgulo isdsceles cuyos catetos

miden 342 m.
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ly=x+2 y=x
10 a) Hay un minimo en (3, 0) y un mdximo en (1, 4).

& No tiene puntos de inflexién. La funcién es cdncava en Bl 2.2) de inflexid
(cooy—1) y (1, +00). Es convexa en (1, 1). punto (2, 2) es un punto de inflexidn.

b) Hay un minimo en (2, %)

8 Alcanza el méximo absoluto en (1, 1) y el minimo absoluto

2 -2).
en (2 m7-2) Hay un punto deinflexiénen (0, 0) y otro en <§, %)
4 El dominio de f(x) es R yescontinuaen [1, 3]. 3 _)7
¢) Hay un minimo en (—, —)
La funcién es derivable en (1, 3). Por el teorema del valor 2" 16
medio existe un punto ¢ € (1, 3) tal que: Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, -1).
Fle) = fG;:{(l) - 951 -4 d) Hay un minimo en (0, 0).

No hay puntos de inflexi6n.

Saa=1

b) (0, 0) es un minimo relativo.

e) Hay un mdximo en (0, 1).

N[O

Hay un punto de inflexién en <_§’ ) y otro en

(11, ¢72) es un maximo relativo.
3°4)

f) Hay un minimo en (0, -1).
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la)y=4x—% b)yzg_STJg(x_E)

¢) Recta tangente en (2,5) = y=—x+7

Hay un punto de inflexién en (—1, _—2>
e

Recta tangente en (2,3) = y=x+1
dy=1

11 a) Es creciente en (—o0, 0) U (0, %) U (4, +o0).

Es decreciente en <%, —2) U (2, 4).
& Recta tangente en (0, 0): y = —2x

Recta tangente en (2, 4): y—2x+ 8 Maiximo en (%» —%) Minimo en (4, —%)
) _ 4 b) Es creciente en (oo, —1) U (=1, 0).
3a)y . b) y " :

Es decreciente en (0, 1) U (1, +o0).

c) En <%+Tck,1>, con k€ Z, latangentees: y=1

Tiene un mdximo en (0, -1).
¢) Es creciente en (—o0, —y3) U (Y3, +c0).
Es decreciente en (=43, -1) U (=1, 1) U (1, ¥3).

En <3—n+1t/e,—1>, con k€ Z, latangentees: y=-1

4

23
4 El punto es (%> Tf> : Miéximo en (—«/3, —?) Minimo en <«/§, 32—B>

La recta tangente en ese punto serd: y = y3x + g Tiene un punto de inflexién en (0, 0).
Sa)y:8+ll(x—3) b)y:—4+11(x+1) g d)Escrecienteen (1,2)U(2,3)
Es decreciente en (—oo, 1) U (3, +00).
6}/=—ﬂ—l x—L . _ , . B
27 3 6 : Miximo en (3, -9). Minimo en (1, -1).
% x-—2, f(-2) =34 x=2, f(2) = 14 : e) Es creciente en todo su dominio.
: f) Es creciente en (0, 2).
2 :
8 Los puntos de tangencia son de la forma <¢z, % +4a— 4). Es decreciente en (oo, 0) U (2, 3) U (3, +00).
a=—4 f'4) =2 a=4, f4) =6 Miéximo en (2, -2).



12

13

14

15

16

a) Es convexa en (—oo0, 0) y céncavaen (0, +oo).
Tiene un punto de inflexién en (0, 4).

b) Es cédncavaen (—eo,—1) U (1, +o0) y convexaen (-1, 1).
Puntos de inflexién en (-1,-5) yotroen (1,-5).

¢) Es concava. No tiene puntos de inflexién.

d) Es convexa en (—oo, —2) y céncava en (=2, +0).

2

Tiene un punto de inflexién en (— ,—L>.
e

e) Es convexaen (—oo, —1) y céncavaen (-1, +0).
No tiene puntos de inflexién.

f) Es convexa en (—1, +co).

a) No hay ni un miximo ni un minimo. Hay un punto de
inflexién en (1, 1).

b) Minimo en (1, 2). Es céncava en todo su dominio.

c) Méximo en (1, 3). Es convexa en todo su dominio.

d) Punto de inflexién en (1, -3).

a) El punto (3, 4) es un minimo relativo.

b) El punto (¢7!, = ¢71) es un minimo relativo.

¢) Los puntos <371t +2km, ﬁ) son maximos relativos.
Los puntos (7% +2km, —«/i) son minimos relativos.

d) El punto (0, 0) es un méximo relativo.

Ambas funciones son continuas y derivables salvo quizds
en los puntos donde se separan los trozos porque estin
definidas por intervalos mediante funciones polinémicas.

a) f(x) esderivableen x=1. g(x) es derivable en x = 2.
b) f(x) tiene un minimo relativo en (-1, -2).

7 65

£(x) tiene un minimo relativo en <——, ——).
2 4
La funcién no tiene ni mdximos ni minimos relativos.

Es convexa en el intervalo (=0, 0) y céncava en (0, +co).

El punto (0, 0) es un punto de inflexién porque cambia
de convexa a céncava.
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17 2= —4. El punto (3, %) es un minimo relativo.
18 2=-2; b=3

19 ¢=-3, b=3, c=1

20

a=3, b=3, c=1

2l

22

23

24

25

26

27
28

29

30

31

a=1, b=-3, c=0, d=4

D R R N )
4_3,!7_ 2,c_2,a’_ c

a=-1, b=

-6 =10 _ 31

a=-6, b 3 =73

a=-3, b=3, c=0

a=-3, b=3

¢=1. Hay un punto de inflexién en x = 1.

a) Si a=-2 y b=1, es continua y derivable en IR.

b) Estudiando el signo de la primera derivada en las
proximidades de x =1, obtenemos que el punto (1, 0)
es un minimo relativo.

Es decreciente en (—co, —1) y creciente en (1, +oo).
x=-5, y=3 — Recta tangente: y=3 - %(x +5)

x=3, y=3 — Recta tangente: y=3 + %(x—?))

x=3-242, y=—2+2ﬁ
x=3+242, y=—2—2«/§

Soluciones:

32 y= %(x— 1)

83 y=c2 +e2(x—¢)

34

35

36
37
38

39

40

Es creciente en (=3, —1) U (1, +o0).
Es decreciente en (—eo, —=3) U (-1, 1).
Miximo en (-1, 4).

Minimo en (-3, 0) y en (1, 0). Son los puntos donde f

no es derivable.

Miximo relativo en (0, 4).

Minimo relativo en (-2, 0) y (2, 0).
Los puntos son (4, 0) y (2, 4).
o =45°

Los puntos buscados son (-2, -5) y (4, 5).

a) La solucién es el punto (%, %)

b)y=1+6(x+2)
y=1+2(x+2)

a=e
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41 ,=--1, b=-2

42 a) m=-5 n=2, p=-1

b) El extremo relativo es un méximo.

c) En x= % hay un minimo relativo.

43 a)a=2, b=1

b) No tiene puntos singulares.
44 En el punto (-1, 0) se alcanza la minima distancia.
45 Hay un crecimiento de 0,24 partes por millon a los 3 anos.

46 2) En =2 hay un méximo relativo.

b) lim (Z+20)e "= lim ﬂ:O
X —> +oo X —> 400 gl

Este resultado nos indica que a partir del instante 2 la
velocidad de la particula disminuye tendiendo a pararse
cuando el tiempo aumenta.

4'7 La cantidad minima se alcanza a las 3 horas y es aproxima-
damente de 42,89 litros.

48 a) Es decreciente en (—oo,%) y creciente en (%,wo).

f(x) escéncavaen R.
b) Es creciente en (—oo, 0) y decreciente en (0, +c0).

Como la segunda derivada es positiva, es céncava en
(—0, 0) y en (0, +o0).

49 Su minimo absoluto es el punto (-2, /z 5 — 5) y su maxi-
mo absoluto es el punto (3, /z 10).

- [200
50-3

81 Los lados de la cartulina medirdn 20 cm y 10 cm.

82 La suma minima es 8 y, por tanto, no puede ser menor
que 7.

83 62,83 cm?/s

84 3) El minimo relativo es (0, 1).

b) El minimo relativo es necesariamente un minimo abso-
luto porque la funcién siempre decrece a su izquierda y
siempre crece a su derecha.

88 La distancia mdxima se alcanza en (-5, 0) y (5, 0).
La distancia minima se alcanza en (-3, 0) y (3, 0).
86 a) Si llamamos x al dngulo que forman las manecillas,
la altura del tridngulo sobre la manecilla mayor es

a =4 sen x.

6-4sen x

El drea del tridngulo es A(x) = =12 sen x,

con x€ (0, n) para que se pueda construir el mismo.

b) Las manecillas deben ser perpendiculares para que el

drea sea maxima y ésta es de 12 cm?.,

87 Como V(») es una funcidén creciente, su miximo se al-
canzaen 7= 5.

58 y=%+ln2+%(x—2)
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2
59 a) A(x) - 60’6%5’6

b) El méaximo de la funcién A(x) se alcanzaen x = 6.

Fl 4rea es de 30 cm?.

Dominio = (0, 12)

60 El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm y
5 cm de altura.

61 El punto buscado se encuentra a 243 m de la base, situa-
do sobre la altura.

62 El punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m
(y a 18 m del poste de 18 m).

63 y=-2x+4

64 —g m/s

65 La base del tridngulo mide 443 cm y la altura, 6 cm.

66 c- 6

6'7 Hay dos puntos: x; = 5_?;/3 y xq =

5+413
3

68 f(x) escontinua en [-2, 0] y derivable en (-2, 0).
Como f(x) cumple las hipétesis del teorema del valor
medio en [-2, 0], existe algiin punto, ¢ € (-2, 0), tal que

f@o==

Hay dos soluciones: ¢, =—1/2 y ¢, = —y2.



69 No existe ningtn ¢ tal que f(x) cumpla las hipétesis del
teorema de Rolle en [0, ¢].

70 f(x) no esderivable en el intervalo (0, ); y no podemos
aplicar el teorema de Rolle.

71 /(5)=43
72 2=2, b=19. Latesis se cumpleen ¢ = %

73 f(x) no esderivable en el intervalo (-1, 1); y no podemos
aplicar el teorema de Rolle.

74 No es posible si la funcién es derivable.

%8 4=-3, b=5, c=1. Latesis se cumple en x = %
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76 Por el teorema de Rolle existe un valor z € (1, 2) tal que

f'(a) = 0.

77 Q) V b) F 9V d)F
OV f)F o)V h) F

%78 FEl miximo se alcanzaen x = %

La distancia de C ala cuerda, que es la altura del tridngu-

79 4(¢) = {381,25¢2 + 6000 + 40 000
d'(1) = 15,7 m/s
100
200 — 3¢

300
92 -1200¢ +50 000

80 sour) =arctg

o'(z) =

Autoevaluacion
1 x-= % +2kT con ke”Z.

2 f'>0 f'<0 | f'>0

/1\'2/

Es creciente en los intervalos (—oo, 1) y (2, +o0).

Es decreciente en el intervalo (1, 2).

[ es convexa es (—oo, 2) y céncava en (2, +o0).

3 La funcidn es creciente en
en@ég
22

Miximo en (%, e 2) y minimo en <32TE’ —_3m 2).

0, %) U (3775, 21t] y decreciente

4 2) f es convexa en (0, eIy,

f es concava en (6732 4oo).

Punto de inflexién: <e_3/2, —%e‘s)

b)_}’ _ _%6—3 _0¢7302 (x — 6_3/2)

Bu=L, b=-2 c=0, d=4
2
3 3)

6@7@

% Radio = 3Y6 cm
Altura=2-3y3 =643 cm

8 / no cumple las hipétesis del teorema de Rolle; por tanto,
no podemos asegurar que exista un ¢ € (-2, 2) tal que

£ =0.



