SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 07

MATEMATICAS II
Por Pedro A. Martinez
PROBLEMA 1: Discute y resuelve (siempre que sea posible) el siguiente sistema de

ecuaciones lineales en funcién del valor del parametro real a:

X+ ay+a‘z=1
X+ ay+ az=a

x+a’y+a’z=a’

Discutiremos el sistema utilizando el teorema de Rouché-Frobenius. Para ello
necesitaremos averiguar el rango de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada

asociadas al sistema.

X+ ay+a‘z=1 1 a a’l1

X+ ay+ az=a y = |1 a al|a/|=A
2 2 2

x+a’y+a’z=a’ 1 a* a*|a

Comenzaremos analizando el rango de la matriz de coeficientes. Para ello, calcularemos

el valor de su determinante en funcién del parametro real a:

2

1 a 1 1 a 1 0 a
A=l al=a’+l 1 l=a’l 0 1l=a’(a-1)
1 a® a? 1 a a 1 a-1 a

Para discutir el rango de la matriz debemos averiguar qué valores del parametro a, anulan

este determinante. Es decir:
A=a’-(a-1’=0 = a=0 6 a=1

Esto nos permite distinguir tres casos posibles:
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CASOI:a=0 y a

#1

1 a a%l1
1 a ala
1 a® a%la’

En este caso, los rangos de la matriz ampliada y de coeficientes coinciden
con el nimero de incdgnitas, motivo por el cual, segin el Teorema de

Rouche-Frébenius quedaria clasificado como SISTEMA COMPATIBLE

DETERMINADO.

R(A)=R(A")=3= NUM.INCOGNITAS

Para resolverlo, aplicaremos la regla de Cramer:

_a-(a-1)°-(a+1) _a+1 = (x y’z):[ola_ﬁul —_1j

"a

1 a a°
a a a
a® a’® a’ 0
X = = =0
a’-(a-1° a?-(a-1y
11 a 1 1 a
1 a al al a 1
1 a* a’ 1 a’ a
V=@ a1 at(a-1f | at-a-1f | a
1 a 1 1 1 a
1 a a| a1l 1 1
Z_1 a® a [l aa -af(a-1° -1
a’-(a-1° a*-(a-1° a*-(a-1° a
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CASOI: a=0
En este caso, el sistema es claramente INCOMPATIBLE, ya que
si despejamos x de la primera ecuacién y de la segunda
1 0 0]1 - . .
10 olo obtenemos valores distintos. Asi pues, aqui se cumple que:
10 olo 1=R(A)=R(A")=2

CASOIIl: a=1

En este caso, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, ya

11 11
11 11
11 11

que todas las ecuaciones son idénticas. De hecho se tiene que:

R(A)=R(A")=1< NUM.INCOGNITAS

Resolvamos el sistema en este caso. Dado que el rango del sistema es 1, sabemos que
solo necesitaremos una ecuacién para resolver el sistema y en consecuencia dos de las

incognitas actuaran como parametros reales:

1111 X=4
1111 = X+y+4z2=1 =y=u con A,ueR
1111 z2=1-A-u

@@@ Obra bajo licencia Creative Commons Pedro A. Martinez Ortiz
Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual www.maths4everything.com
@maths4everthink

4.0 Internacional


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.maths4everything.com/

SOLUCIONES

DOSSIER SEMANAL 07

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 2: Dada siguiente matriz donde x es un valor real:

senXx —cosx O
A=|cosx senx O
0 0 2

a. Calcula para qué valores reales del parametro x, la matriz A es singular.

b. Calcula su inversa cuando X=7x

a) La matriz A sera invertible si su determinante es distinto de cero. Simplemente

calcularemos el determinante de A y comprobaremos que no es cero valga lo

que valga x:

senx —-cosx O
|A|:cosx senx 0/=2-
0 0 2

sen X —Cos X

:2-(5en2x+cos2 x):2-1:2¢0
COSX  Senx

Asi pues, la matriz A es regular para cualquier valor real de x.

b) Necesitaremos obtener la inversa de la matriz A para X = . En este caso, dado

que sen 7 =0y cosz =-1 la matriz A sera:

0 1 0
A=-1 0
0 O

Calculamos primeramente la matriz de adjuntos:
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. 00 . -1 0 . -1 0
AdJll(A):O 2:0 AdJlZ(A):_O 2‘:2 Adjl3(A):‘0 O:O
. 1 0 . 00 . 0 1
AdJZl(A)=_0 2=_2 Aszz(A):O 2‘=O Ad]zs(A)z_‘o 0=O
1 0 O 0 1
Adj..(A) = =0 Adj.,(A) = — =0 Adj..(A) = =1
Jor (A) = I (A= O‘ j33(A) ‘_1 0
Asi pues:
0 20 4t 0 -1 0
Adj(A)=| -2 0 - Al_A‘A(A)= 10 0
Ch e1Ge il || 0 0 1/2
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PROBLEMA 3: Calcula la derivada de las siguientes funciones reales de variable real:

1) f(x)=Lnvx 2) f(X):Logz(%j 3) f(x):x~Ln(x2—3x)

4)  f(x)=4Ln(2x+5) 5) f(x):m 6) f(x)=;/\/zz
X

x—-1

Para la resolucién de esta actividad utilizaremos las reglas de derivacion del producto y

el cociente de dos funciones, cuyas expresiones vamos a recordar a continuacion:
h(x)=f(x)-g(x) = h'(x)=f'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x)

h() =0 iy = X000 = 1099 ()

9(x) [a(0]

También haremos uso de la derivada de una funcion logaritmica:

) = loga f() = WG =20
h(x)=Inf(x) -h'(x)= ];((;C))

También aplicaremos (en algun momento) las propiedades de los logaritmos para

facilitar y acelerar el proceso de calculo de alguna derivada.

1) Para obtener la derivada de esta funcion aplicaremos primero alguna propiedad

de los logaritmos ya que nos facilitara el calculo de la deriva notablemente:

1 11 1
f(x)=Ln\/_=Lnx1/2=§Lnx—> f’(x)zz-;:Z
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Nuevamente, antes de derivar, usaremos primero propiedades de los

logaritmos:

1 _1 1
f(x) = Log, (ﬁ) = Log; x"2 = =5 Log, x
11 1 1 1

2 x In2  2xIln2  xLn4

=
)
=
p—

I

|

|

|

|

Aqui, derivaremos el producto propuesto:

f)=xIn(x®*-3x) » f'(x)=1-Ln(x®>—-3x) +x 2x=3
- B x? —3x
Simplifiquemos y arreglemos un poco el resultado:
2x —3 2x —3
! = L 2 - P ——— L 2 —
f'(x) n(x*—3x)+x =3 n(x* —3x) + o

Aplicando previamente propiedades de los determinantes, la derivacion se hace

muy sencilla:

fx) = Ln(\/Zx + 5) =Ln (2x + 5)% = %-Ln (2x +5)

2 B 1
2x+5 2x+5

1
- f’(x)=§'

Al igual que en el apartado anterior:

3 2
@ Ln(x3-1) 0 x3x_1'(x—1)—1-Ln(x3—1)
= > = =
flx x—1 fix (x —1)2
3% 1) — 3 _ _ 3 _
_ (x—1)(x2+x+1) (x—1)—Ln(x D _ (x?+x+1) In (x D
(x—1)? (x — 1)

Aqui, el trabajo es considerablemente menor si antes de derivar aplicamos las

propiedades de las potencias:

Vx3  x3/2 5 5
f(x)=3i=?=x5/6—) f’(x):-x—1/6= —
Vx? x?/ 6 6 Vx
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