SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 8

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Dada la funcién f(x)=ax’ +bx> +cx+d, hallar los valores de los

coeficientes reales g, b, ¢ y d, sabiendo que presenta un extremo relativo en el punto

de abscisa x =0 y que la ecuacion tangente a la curva en su punto de inflexion (1, 0)

es y=3-3x

Como hemos hecho en otras ocasiones, simplemente se trata de transformar la
informacién proporcionada en relaciones de igualdad o ecuaciones que permitan

averiguar los valores de los parametros.

Dado que presenta un extremo relativo en el punto de abscisa x =0, concluimos que

la derivada de la funcion en dicho punto valdra cero:
f(x) =3ax” +2bx+c
f(0)=0 = 3a-0°+2h-0+c=0 = c=0
Por otro lado sabemos que tiene un punto de inflexion en (1, 0). Ello implica dos cosas:

1. Que el punto (1, 0) pertenece a la grafica de la funcién f(x) y en consecuencia se

cumplira que:

fHh=0 = f(MH=a+b+c+d=0 = a+b+d=0

2. Que la segunda derivada de la funcién en el punto (1,0) valdra cero por ser un

punto de inflexion:
f"(x)=6ax+2b

f"H)=0 = f"(1)=6a+2b=0 = 3a+b=0
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Finalmente, también sabemos que la ecuacion de la recta tangente en el punto (1, 0)
es y =3-3x. Ello quiere decir que la derivada de la funcién en (1, 0) coincidira con el

valor de la pendiente de la recta, es decir:
f'H)=-3 = 3a-1’+2b-1+c=-3 = 3a+2b=-3

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por todas las ecuaciones obtenidas,

podremos conocer el valor de los parametros que deseamos averiguar:

c=0
3a+b=0
a+b+d=0
3a4b=0 = 3a+2b=-3
a+b= —_——
-b=3 = b=-3 = a=1 = d=2
3a+2b=-3

Por tanto, una vez conocidos los valores de los parametros reales, la funcién

polinémica adoptaria la expresién f(x)=x* —3x* +2
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PROBLEMA 2: En una carretera a través del desierto un vehiculo debe ir desde la
ciudad A hasta un oasis ubicado a 500 km de ésta. Para ello puede aprovechar una
carretera recta que une las ciudades A y B y que le permite ir a una velocidad de 100
km/h, mientras que por el desierto la velocidad es de 60 km/h. Sabiendo que la
distancia mas corta del oasis a la carretera que une las ciudades A y B es de 300 km,
determina la ruta que debera usar el vehiculo para ir desde A hasta el oasis en el menor

tiempo posible.

Realicemos primeramente un esbozo o esquema de la situacion descrita en el
problema. Esto nos ayudara a entender el propésito del mismo y nos permitira

resolverlo con mas facilidad:

500% =300° +d’

500 km d =+/500% —=300% = 400

300 km

X 400 — x

]

+— 400 km ——»

B

Tras ello, como podemos apreciar, necesitaremos una Unica variable para resolver el

problema:

x = distancia (en km) desde A a la que debe dejar la carretera

Dado que el objetivo es minimizar el tiempo empleado por el vehiculo en llegar al

oasis, necesitaremos construir y optimizar la funcion tiempo.

e Sabemos que por carretera recorrera x km a una velocidad de 100 km/h. En

consecuencia tardara:
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X
T(x)=—— (en horas
(=105 ¢ )
e Aplicando el Teorema de Pitagoras, podemos averiguar los kilbmetros que

recorrera el vehiculo por desierto:

y? =300% + (400 - x)’
500 km ¥ =+/300% + (400 - x)’
y 300 km ¥ = /90000 + (400 — x)?
X 400 —x

gl 7

+— 400 km ———»

Como la velocidad por desierto es de 60 km/h, el tiempo que tardara en

recorrer este tramo sera:

~ 1/90000 + (400 — x)’
- 60

Tz(x)

(en horas)

Asi pues, sumando ambos tiempos, obtendremos nuestra funcidn objetivo:

1s4e) 90000+ (400 = x)?
100 60

T (x)

(en horas)

Si derivamos la funcion que acabamos de construir, tenemos que:

T'(x)=i+ 2-(400-x)-(-1) 1 400 — x
100 60.2-1/90000+ (400 - x)> 100 60.,/90000 + (400 — x)*

Igualando la derivada a cero obtendremos los puntos criticos de la funcion tiempo:

1 400 - x I 400 - x
100 60-,/90000 + (400 — x )’ 100 60-,/90000 + (400 — x )’

=

60-+/90000 + (400 — x)* =100-(400—x) = 3-,/90000+ (400 —x)* =5-(400—x) =
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= (3 -\J90000 + (400 — x)’ jz ~(5-(400—x)f = 9-(90000+(400—x)*)=25-(400-x} =

= 810000+ 9(400 — x)* =25-(400 —x)> = 810000=25-(400—-x)’ —9(400 —x)’ =

= 810000=16-(400-x)" = 81(1)200=(400—x)2 = /81(1)200=400—x =

900 x=175
= +27=400-x = +225=400-x =
4 x=-625

La solucion negativa la descartaremos por no tener sentido en el contexto del
problema que trabajamos. Comprobaremos ahora que la otra solucién se corresponde

con un minimo de la funcion tiempo:

0 175 400
Signo de T'(x) - +

Monotonia de T(x)
\ /

Asi pues, para que el vehiculo llegue al oasis desde la ciudad A en el menor

tiempo posible, debera abandonar la carretera tras 175 km.
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PROBLEMA 3: Determina si cada una de las siguientes afirmaciones son verdaderas o

falsas justificando adecuadamente tu respuesta:

a) Lafuncién f(x)= (x+1)101 tiene un punto de inflexion en (— 1, 0).

b) Laecuacién x° +x—1=0 tiene exactamente una raiz real entre 0 y 1.

o)

d)

Lim (2x+3j _0
X—> +00 2x_1

. tgx—x
Lim g—=2
=0 x—gsen x

a)

VERDADERO. Para demostrarlo estudiaremos la curvatura de la funcion:
f)=(x+1)" = f'x)=101-(x+1)" = f"(x)=10100-(x+1)"
Asi pues, igualando la segunda derivada a cero, obtendremos los posibles

puntos de inflexién:
f"(x)=10100-(x+1)" =0 = x+1=0 = x=-1
Comprobaremos que se trata de un punto de inflexion. Dado que la funcién es

polindbmica, su dominio es el conjunto de todos los niUmeros reales, por lo que

en la linea de estudio de la curvatura sélo.incluiremos el punto critico:

Signo de f''(x) - ® +

Curvatura de f(x) /\ \\/

Por tanto, podemos afirmar que el punto (—1, yAG)) =O) se trata de un punto

de inflexion.

b) VERDADERO. Primeramente comprobaremos que posee alguna solucion

aplicando el Teorema de Bolzano. Para ello, definimos la funcién:

fx)=x"+x-1
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Podemos ver que:

e La funcién f(x) es continua en todo R por ser un polinomio y en
consecuencia serd continua en cualquier intervalo cerrado que
consideremos. En particular lo sera en [0, 1].

e Vemos que toma valores de signo opuesto en los extremos del intervalo

sugerido:
f(0)=0+0-1=-1<0
f=1+1-1=1>0

Asi pues, por el Teorema de Bolzano podemos concluir que:

EIce(O, 1)| f(c)=0

Demostraremos ahora que la solucion es Unica utilizando la técnica de
reduccion al absurdo. Supongamos que existen dos soluciones distintas en

el intervalo (O, 1) de la ecuacion propuesta que llamaremos ¢, y c,.

Por ser soluciones, sabemos que verificaran la ecuacion, es decir:

fle)=0y fle,)=0 = [f(e)=f(c,)

Asi pues, observamos que:

e La funcion f(x) es continua en Ry en particular lo sera en el intervalo

cerrado [cl, cz].

e La funcidon f(x) es un polinomio. En consecuencia es derivable en Ry
en particular lo sera en el intervalo abierto (cl, cz).

e Ademas, como hemos visto, se verifica que: f(c;) = f(c,)

Por tanto, dado que se cumplen las hipdtesis del Teorema de Rolle podemos

afirmar que 3d € (c,, cz)| f'(d)=0
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Ahora bien, por otro lado, si calculamos la derivada de f(x) y la igualamos a

cero se observa que:

f)=x"+x-1 = fx)=5x'+1 = 5x*+1=0 = x:4/_?1¢R

Es decir, no existe ningiin punto donde la derivada de f(x) se anule. Esto entra

en contradiccién con lo que acabamos de deducir a través del Teorema de

Rolle.

Observamos que, tras suponer que existian dos soluciones distintas de la
ecuacion propuesta en el intervalo (0, 1) hemos llegado a una contradiccién
l6gica. Por tanto, no nos queda mas remedio que concluir que nuestra
suposicion inicial era falsa. Por todo ello, podemos asegurar que la ecuacion

x* +x—1=0 tiene una tnica solucién en el intervalo (0, 1).

FALSO. Calculemos el limite para comprobarlo:

Lim @“‘:’j =[I* = INDETERMINACION|=e ama{3)_
X—> +0 x J—

" x{ 2x+3—2x+1) AR A
—e X—>+0 2x-1 —e x> +00 2x—1: eZ

d) VERDADERO. Para demostrarlo calcularemos el limite. Dependiendo de la

expresion que utilicemos de la derivada de la tangente obtendremos el valor
del limite con mayor o menor facilidad.

Opcion I Donde solo es necesario aplicar L'Hopital una vez:

1 1—cos® x
tgx—x |0 coszx_1 cos’ x
Lim =—«-=|—| = Lim - —">—=Lim —>>—=
x>0 x—sen x O L'Hopital x—0 l—COS X x—0 l—cos X
. 1—cos® x . (l=cosx)-(1+cosx . I+cosx 1+1
= Lim = Lim ( )( )=Lzm = =2

=0 cos’x-(I—cos x) =0 cos’x-(I-cosx) 0 cos’x 1
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Opcion 2: Donde aplicamos L'Hopital mas de una vez:

. tgx—x 0 C l+tg? x-1 ) tg* x
Lim fExXTx 12 2 Lim g—lem g =
=0 x—sen x 0 L'Hopital x—0 l—cos X x—0 I—COS X

2-tg x-(1+1g” 2. }
:H g el 2 (g xhig's)
0 | L'Hépital x—0 sen x x—0 sen X

'Hopital x— 0 coS X

:{%}L _ Lim 2-(1+tg2x+3tg2x-(1+tg2x)):%:2



