SOLUCIONES DOSIER SEMANAL 04

MATEMATICAS I/
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Considera las matrices:

5 —4 2 01 0 0 2 ;1_10
A=|2 -1 1 B=[0o 0 1 C=( ) D= -1 1
S 4 10 o 2 0 7 9 —6 4
12 -2 1

Se pide:
a) Determina qué matrices son regulares y por qué.
b) Comprueba sila matriz A verifica la relaciéon 24 — I — A?> = 0 siendo I la matriz identidad.
c) Determina los valores reales de a y 8 que verifican que A* = a4 + BI
d) Calcula el valor de los siguientes determinantes:

1
|—2A| | C3| |§.A—1 .BT

e) Calcula la inversa de las matrices regulares. Usa el método que consideres apropiado.
f) Determina, si es posible, la matriz X que verifica AX = B?5

a) Seran regulares aquellas matrices cuyo determinante sea no nulo. Asi pues, calculemos los

determinantes de cada una de las matrices propuestas:

5 —4 2
[Al=]12 -1 1|=6B+16+16)—(8+20+8)=1
—4 4 -1
010
IBl=10 0 1|=1-0=1
100
_10 2
; 1 _1 (1’ F2' = F2 — 2F1 }) _11 _11 2 1 1 1
DI=|7 5 Z¢ 4=F3,=_F3—7F1= o 2 1 4= i 11 41}=—6
1 2 -2 1 F4 =F4-F1 0 1 -1 1 B

Dado que el determinante de todas las matrices es diferente de cero, concluimos que las cuatro
matrices propuestas son regulares.

Calculemos y comprobemos si se verifica la relacion propuesta:

5 —4 2 5 —4 2 9 -8 4
A2=A-A=<2 . 1)-(2 -1 1>=<4 -3 2)
—4 4 -1 —4 4 -1 -8 8 -3
Asi pues:
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10 -8 4 10 0 9 -8 4 0 0 0
2A—1—-4*=(4 -2 2 ]-(0 1 o]-l4 -3 2 ]=(0o 0 o
-8 8 -2 0 0 1 -8 8 -3 0 0 0

Por lo que si se verifica la relacion propuesta.

¢) Teniendo en consideracién el apartado anterior, sabemos que 24 —1—A? =0 de donde
podemos obtener que A% = 24 — I, asi pues:
A*=A4%2-A2=QRA-1)-RA-1)=4A?—-4A+1=4-2A-1)—4A+1] =
=8A—41—-4A+1=4A-3I
Por tanto, los valores de los parametros @ y f que buscamos son:a =4 y f = -3

d) Aplicando las propiedades de los determinantes:

|-24] = (=2)3-]A| =—-8-1= -8
| C3| = |C|]? = (—4)* = —64

|1 AL BT—(1>3 1 B AIVITA
5 ~\5/ 4] 125 125

e) Para la matriz A utilizaremos el método de adjuntos:

1
Al - AdjT(A)

Al

Dado que ya sabemos el valor de su determinante (|A| = 1), calcularemos primeramente la
matriz de adjuntos:

A11=+|_41 _11|=_3 A12=_|_24 _11|=_2 A13=+|—24 _41|= 4
A1 = _44 —21|= 4 A22=+|—54 —21|=3 A23=_|—54 _44|= —4
1431_+|:‘1L ﬂ:—z A32:—|g i: 1 A33=+|g B EE

Por tanto, la inversa de la matriz A sera:
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Para la matriz B, emplearemos el método de Gauss-Jordan:

01 0]1 0 O 1 0 0|0 1 O 1 0 0|0 0 1
001010@001100@010100
1 0 010 0 1 01 010 0 1 0 0 110 1 O
Por tanto, la inversa de la matriz B sera:
0 0 1
B'=(1 0 0
01 0
Para la matriz C, emplearemos el método por definicion:
0 2 a by_(1 0 2c 2dy_(1 O _ . _ " g
G oG =61 -G =01 ~ b=c= a=d=0
Por tanto:
0 1/2
-1 _—
¢ =iz 0)
Para la matriz D, emplearemos el método de adjuntos:
D1 = 4dj7(D)
D]
Dado que ya sabemos el valor de su determinante (|D| = —6), calcularemos primeramente la
matriz de adjuntos:
1 -1 1 2 -1 1
D11= 9 —6 4|=-3 D12__7 -6 4|=1
2 =21 1 -2 1
2 .1 1 2.1 -1
Diz=17 9 4|=4 Diy=—-17 9 —6|=9
1 2 1 1 2 -2
1 -1 0 1 -1 0
D21 - = 9 _6 4 = _3 D22 = 7 _6 4 = 5
2 =21 1 -2 1
1 1 0 1 1 -1
D23=_7 9 4|=-2 D24:7 9 —6[=3
1 2 1 1 2 -2
1 -1 0 1 -1 0
Dyy=1]1 -1 1|=4 Dyp=—[2 -1 1|=2
2 =21 1 -2 1
1 1 0 1 1 -1
Dyz=12 1 1|l=-2 Dyy=—-[2 1 -1|=6
1 2 1 1 2 -2
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1 -1 0 1 -1 0
Dy=-|1 -1 1|=9 D,=[2 -1 1|=-3
9 —6 4 7 —6 4
11 0 1 1 -1
Dys=—12 1 1|=0 D,=[2 1 -1|=-3
7 9 4 7 9 —6

Por tanto, la inversa de la matriz D sera:

-3 -3 0 3

p-i—_X[ 1 5 -2 3
6\ 4 2 -2 6

9 -3 0 -3

f) Dado que la matriz A es regular, podemos premultiplicar cada término de la ecuacion por la

inversa de A. De esta forma:
AX=B** - AT1-AX=A"1-B¥® > X=A1-B®

0 1 0 0 1 0 0 0 1
BZ=|0 0 1)-(0 0 1|=|1 0 0
1 00 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 1 0 0
B3=B*-B=(1 0 0](0 o0 =(0 1 0=
010 10 0 0 1

Calculemos ahora B?5;

1 0 0 01 0 01 0
B4=B3-B:(010)(001=001)=B
0 0 1 1 0 0 1 0 0

Observamos que las potencias sucesivas de la matriz B siguen un ciclo que se repite cada tres

iteraciones. Dado que queremos saber el valor de B>, observamos que equivale a:
B* =(B%)®-B=1B=B

Por tanto:

-3 4 =2 010 -2 -3 4
X:A—1-325=A—1-B:(—2 3 —1)-(0 0 1>=<—1 -2 3)

4 -4 3

®@@ Obra bajo licencia Creative Commons Pedro A. Martinez Ortiz
Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual www.maths4everything.com
4.0 Internacional @maths4everthink



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.maths4everything.com/

SOLUCIONES DOSIER SEMANAL 04
MATEMATICAS [/
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 2: Considera la matriz P que depende del parametro real m:

2 m-—3 4
P=|m -1 2
-1 m —2m

a) ¢Qué valores del parametro m hacen singular a la matriz P?
b) Determina el rango de P en funcion del pardametro real m.
c) Param = 2 calcula la inversa de P utilizando el método de adjuntos.

a) Para ello, primero debemos calcular el determinante de la matriz:

2 m-—3 4
IPl=|lm -1 2 |[=Udm-2m+6+4m?) — (4 +4m—2m3 + 6m?) =
-1 m —2m

=4m—-2m+6+4m? -4 —4m+2m2 —6m?=2m3 —2m? - 2m+2

Igualamos el determinante a cero y resolvemos la ecuacion resultante. En este caso,

emplearemos la descomposicion factorial mediante Ruffini:

‘ 1 -1 -1 1
1 0 -1

| 1 0 -1 0

2m3 —=2m? -2m+2=0 - m*—m?*-m+1=0 1

Asi pues:
m=1

3 _ 02 _ — —1-(m?2-1) =
m —m‘“—m+1=0 - (m—1)-(m“-1) 0—>{m=_1

Por tanto, la matriz P es singular cuandom =16 m = -1

b) Analizaremos los posibles casos atendiendo al resultado obtenido en el apartado anterior:

CASOlm#1y m# -1

En este caso, el determinante de la matriz P sera diferente de cero.

m -1 2

<2 m—3 4 ) En consecuencia, no existira dependencia lineal entre sus
-1 m —2m

diferentes filas /columnas. Por tanto, el rango de P es 3:
|IPl]#0 - Rg(P)=3
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CASOI: m=-1

En este caso, el determinante de la matriz P es cero. En
consecuencia (dado que no hay mas submatrices de orden 3),
om— sabemos que su rango sera menor que 3. Como existen
(_1 1 2) submatrices de orden 2 con determinante no nulo, concluimos
-1 -1 2 que su rango es 2:

|5, H=-6#0 - Re)=2

CASOIL m=1
En este caso, el determinante de la matriz P es cero. En
consecuencia (dado que no hay mas submatrices de orden 3),
2 —2 4 sabemos que su rango sera menor que 3. De hecho, el rango es 1
( 1 -1 2 ) ya que, si observamos, todas las columnas son proporcionales a
-1 1 -2 la primera:
C2=-C1 C3=2C1 - Rg(P)=1

Para m=2, la matriz P seré:

Y su determinante valdré: |P| =2:23—-2:22-2:-2+2=6
Para calcular su inversa utilizaremos la expresion:

1
-Adj"(P)

prl=L
|P|

Dado que ya sabemos el valor de su determinante (|A| = 1), calcularemos primeramente la
matriz de adjuntos:

R  EEI A LA (TR
1321___21 —44|= 4 P22=+|—21 —44|=_4 P23=_|—21 _21|=_3
A

Por tanto, la inversa de la matriz P sera:

1 /0 4 2
Pt=ci6 —4 4

3 -3 0
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PROBLEMA 3: Imagina que eres la profesora o profesor de un estupendo grupo de 2° de
bachiller al que aprecias y quieres ayudar en todo lo posible para que crezcan en su aprendizaje
matematico. En una evaluacién formativa, donde les pides actividades semanales para revisar,
estas observando su progreso. A continuacion, se muestran algunas resoluciones de actividades
que les has propuesto. Detecta (si existen) errores y explica al alumno/a en qué debe mejorar
para que pueda progresar de forma mas sencilla en su aprendizaje.

Dadas las matrices:

(1 0 (11
A_(—z 1)yB—(1 0) .\ (1 —2) e 114
Calcula(A+B)T y (4-B)T T i 1 0)

UI:LQ.Lzando hu ?fa \e&ad&s 'd'e'\a's' molvices':

e (b2 Ty
E(A'ZE’)“AT | (1 2) (‘;) (j ;)

En esta primera resolucién, deberiamos recordarle que la traspuesta de un producto es:
(A-B)T =BT -AT

Por lo que lo correcto seria:

@er=sa=(; ) 7)=0G 3

a b c
Sabiendoque |1 2 1|=2 | Pam |hacer estn au,hmdm& Jsaseres (s lsmpedudes e
1 x y | los | determinantes: ]
calcula el determinante: T LT ] ‘ T
ch"’ ol ‘_._rMu.h (camos Por s
a/2 b/2 c/2 X 3 oy x4
1 X | 1 A 4 Z A
y | U REREEENEE ] [ ]
1 2 1 BN R e
:[.F2 HFS = 1 .2.7 1 .=:2 1
MRS ma

En esta resolucién, el alumno/a multiplica por 2 la primera fila para deshacerse de las fracciones,
pero no puede multiplicarse una fila por un valor no nulo sin compensar ese producto, ya que
estariamos cambiando el valor del determinante. Ademas, en el segundo paso, intercambia dos
filas, pero no modifica el signo del determinante. Una propuesta correcta seria:
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a/2 b/2 ¢/2] q]a b ¢ 1]a b c
1 x y =E'1 x y|=-3 1 2 1j=—=-2=-1
1 2 1 1 2 1 1 x y
3. Comprueba ?uella Caladare oeimeto »A»'z.—, S
matizA=(; 1) A aAs (B ‘) ("')=(1f2:) ENmEan
verifica la relacion . A4 AU 212
A2 =34+1=0 Ao wmprobare (o reladon indicoda

Aqui, el alumno/a esta cometiendo un error de expresion matematica. Utiliza el signo "=
forma incorrecta ya que lo que hay en un miembro y otro separado por el signo "=

e (8)

n de
" no son

)' S S |
1= o

-G 3

iguales. Ademas, no ha escrito bien la matriz identidad. Deberia haber escrito:

A2—3A+1=(

: 26 )+G D=0

:1)"’((1) (1)):(—01 _01)

y después haber concluido que la matriz A no verifica la relacion propuesta.

Q) AX+IX =B = [A+2)iX=B —>

Determina algebraicamente
el valor de X en cada una de
las ecuaciones matriciales,

s ezlg!e o, m\le(‘;a de (A+2\ enhncﬂ

siempre que sea posible:

a. AX+2X=8B
b. 2XA=B-XC

a.

[AA2Y (A2): x = (M?)
—_—

T ~(A+2] B

b) 2XA B XC --)2’(/\ -XC=8 ==a
= SL exigte lal mual‘sa de C enhncec

ZXA XCC B C —[ ]
5528 ,
"—-5'9_'xA"x =B C = SL em’ie(a \mrersa deA
S BAE =X =BCE
I

S OY =X = BC A =3 X= BCA

En la primera ecuacién, al extraer factor comun X, olvida escribir la matriz identidad

multiplicando al factor 2. Deberia haber escrito:

AX+2X=B - (A+2DX=B

IS0
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Siempre que exista la matriz inversa utilizada.

b. No debe hacer uso de la inversa hasta que todos los términos en X estén agrupados.
Deberia haber escrito:

2XA=B-XC - 2XA+XC=B - X-(2A4+C)=B-> X=B-QA+C)!

Siempre que exista la inversa utilizada.
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