SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 10

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Determina la posicion relativa de los tres planos siguientes en funcion

del parametro real a:

m=ax+2y—-z=2a 7, =X+ay=2a+1 Ty=axX—2y+72=-2
Tras ello, considera a = 1y contesta a las siguientes preguntas de forma razonada:

a) Expresa el plano 7, en su ecuacion paramétrica

b) Determina un vector ortonormal al plano 7,

c) Determina el punto A de interseccion de los tres planos

d) Escribe la ecuacion continua de la recta que pasa por Ay es perpendicular a 7,

e) Determina B’, el punto simétrico de B=(-2,-2,-2) respecto al plano 7,

Primeramente, razonaremos la posicion relativa de los tres planos en funcion del
parametro real a. En realidad, se trata simplemente de discutir un sistema de tres

ecuaciones con tres incognitas:

T =ax+2y-z==2a a 2 -1 2a
m,=X+ay=2a+l = |1 a 0 ]|2a+1
Ty=ax—2y+z1=-2 a -2 1| -2

Determinaremos el valor de a que nos permitira discutir el sistema:

a 2 -
1 a 0[|=4a°=0 = a=0
a -2 1
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Casol: a=0

En este caso, el rango de la matriz de coeficientes

es 3 y coincide con el rango de la matriz del
sistema y el numero de incégnitas. Asi pues,
estamos ante un sistema  compatible

determinado. Esto se traduce geométricamente

en una posicion de triedro, es decir, los tres

planos dados se cortan en un unico punto.

Casoll: a=0
En este caso particular, estudiaremos la posicion relativa de los planos de dos en dos. Asi

pues, se observa que:

m,=2y-2=0
m,=x=1
Ty=-2Y+1=-2

Por simple comparacién de las ecuaciones
vemos que:

e 1, y mgson paralelos (pues tienen

vectores normales proporcionales vy
diferente término independiente)

e 1,y m,sonsecantes (pues son vectores
normales no son proporcionales)

e 7,y 7, sonsecantes (pues los vectores

normales no son proporcionales)
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Una vez discutida la posicidon relativa segun los valores de a, consideramos el valor de

a=1 y responderemos a los distintos apartados propuestos:

a) Para expresar 7, en su forma paramétrica simplemente hemos de resolver el

sistema de una ecuacién con dos parametros de libertad:

y-r X=—2+21—-u
Ty=X—2Yy+71=-2 — my=1y=4 conA,ueR

Z=u

b) El vector normal del plano 77, =X+2y—-2=2 es ﬁl(l,Z,—l). So6lo faltaria hacerlo

unitario para que fuera ortonormal:

=Vi+4+1=6 = U=(%,%, j = Uz{

o| &

6 V6 -6
"3 6

Sl

c) Para hallar el punto de interseccion de los tres planos debemos resolver el

sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de dichos planos:

AEWARY T4 eV X+2y—2=2 =4
T, =X+Y =3 — X+Yy =3 = 1yY=3
Ta=X—2y+7=-2 2X =0 x=0

Por tanto, el punto de corte de los tres planos es: A(0,3,4)

d) Al ser perpendicular a 7, su vector director sera Jr =N, = (1,—2,1). Asi pues, la

ecuacion continua de la recta pedida sera:

r.i_y—3_z—4
il g 1
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e) Resolveremos el problema mediante un proceso constructivo.

Paso 1: Determinamos la ecuacion paramétrica de la recta perpendicular al

plano 7, que pasa por B'.

X=—2+4 B'
y=-2+21 conileR =
1=-2-41
7Ty
Paso 2: Calculamos el punto M de

interseccion de dicha recta con el plano 7,

T EX+2y-1=2 =
=2+ 1+2(-2+21)-(-2-1)=2=
= A1=1

Sustituimos el valor del pardmetro en la recta para obtener el punto M:

X=-2+1=-1
y=-2+21=0 = M(-10,-3)
7=-2-1=-3

Paso 3: El punto M resulta ser el punto medio entre B' y su simétrico B. Asi pues:

B+B'

> M = B=2M-B'=(-20-6)-(-2-2-2) = B=(0,2-4)
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PROBLEMA 2: Determina la posicién relativa de las rectas en funcién de a € R:

r_x—1_y—3_1—z

5 . > s:(x,y,2)=(0-1)+1-(-2,a2) AeR

Tras ello, para @ = 1 determina la ecuacién de la perpendicular comin arys.

Primeramente, razonaremos la posicion relativa de ambas rectas en funcion del
parametro real a del cual depende.

x=1 y-3 z-1

P(131) d(2,a-2
S=YSI o R d2ac2)

r

s:(x,y,2)=(0-11)+4-(-2,a2) = P(0-11) d (-2a2)

Veamos cuando los vectores son paralelos:

ar(Z,a,—Z)} 2
2

~ = 2a=-2a = a=0
d,(-2,a,2)

a 2
= —=— - _—=
a -2

o |

Casol: a=0
En este caso, los vectores directores no son paralelos y las rectas se cortaran o se
cruzaran. Para diferenciar ambas posiciones lo que haremos sera construir un vector que

una un punto de r con otro de s y comprobar si dicho vector es coplanario con los dos

directores:
-1 -4 0

PP =(0-11)-(131)=(-1-40) = |2 a -2=-2a-16-2a+16=-4a=0
-2 a 2

= —-4a=0 = a=0
Pero dado que estamos dentro de un caso en el que a es distinto de cero, podemos

concluir que el determinante calculado tampoco puede ser cero y por tanto los vectores

no son coplanarios. En conclusion, las rectas se cruzan.
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CasolIl: a=0
En este caso, los vectores directores son paralelos y las rectas pueden ser paralelas o

coincidentes. Para diferenciar estas posiciones simplemente debemos extraer un punto

de una recta y comprobar si pertenece también a la otra.

0-1 -1-3 1-1

P131)es? = > 5 >

= Noescierto = P(131)es

En consecuencia, las rectas son paralelas.

Consideramos ahora el wvalor de a=1 vy

responderemos al apartado propuesto. Para obtener la

/;/ ecuacion de la perpendicular comin hemos de calcular
/ la ecuaciéon de dos planos. El plano o que contiene a

r y a la perpendicular comdn; y el plano S que

el contiene a s y a la perpendicular comun. La

interseccién de ambos planos proporcionara la recta

perpendicular comdnarys.

Antes que nada, necesitaremos calcular el vector director de la perpendicular comun,
pero esto se consigue facilmente mediante el producto vectorial de los vectores

directores de ambas rectas:

i ] k
G=d xd,=|2 1 -2/=(4,04) = unvector paraleloseria (10,)
-2 1 2

Plano que contiene a r vy a la perpendicular comun:

r:x—l: y—3:z—1

P(131) d(21-2
e (KR R ACERE)

@@@ Obra bajo licencia Creative Commons Pedro A. Martinez Ortiz
Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual www.maths4everything.com

4.0 Internacional @maths4everthink


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.maths4everything.com/

SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 10

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

x-1 y-3 z-
a:| 1l 0 1|=0 = —-x+4y+z-12=0
2 1 -2

Plano gue contiene a s y a la perpendicular comun:

P.(0,-11)
s:(x,y,2)=(0,-11)+1-(-212) = <.
ya)-0aeatziz) - (200
X y+1 z-
g1l 0 1|=0 = -x-4y+z-5=0
-2 1 2

Asi pues, la perpendicular comin a r y s sera:

t

—-X+4y+2-12=0
-X—-4y+z2-5=0

@@@ Obra bajo licencia Creative Commons Pedro A. Martinez Ortiz
Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual www.maths4everything.com

4.0 Internacional @maths4everthink


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.maths4everything.com/

SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 10

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 3: Calcula la derivada de las siguientes funciones reales de variable real:
1+x
1) f(x)= arcsen(ﬁ) 2) f(x)=+/2-arctg («/ﬂ) 3) f(x)=arctg (Ej

A (%) =YX 5) f(X)=2;§§ 6) f(x)=2-senx-cosx

Para el calculo de estas derivadas debemos tener presente la regla del producto y

cociente, ademas de las funciones arco que recordamos a continuacién:
96) = arcsen(f() > g'x) = 0
JI-F@)?
f'(x)
VI=f(x)?
f'(x)
1+ f(x)?

g(x) = arccos(f(x)) = g'® =~

gx) =arctg(f(x)) = g'(x)=
Asi pues, teniendo todo esto en cuenta, ya podemos realizar el calculo de derivadas
propuesto:

1 f(x)= arcsen(\/;)

L
2\/'3? _ 1 1

’1_(\5)2 2¢/x (1 =x) 2Vx — x?

2) f(x):\/i-arctg(\/ﬂ)
12 1
1+ (V2x)" 22 (1+2x0)Vx

f') =

£ =2

3) f(x)=arctg (“—Xj

1-x
oo 1 1-(1-»-0+0-Hn 1. 2 1
PO =y (1-x)? B (1-x? 2
1-(%) (-2
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5 fx) =W

1
f(x) = x1l/16 o f’(x) — Ex—15/16

3-2x
5 )= 342X
f,(x):—Z-(3+2x)—(3—2x)-2_ -12

(3 + 2x)2 (34 2x)2

6) f(x)=2-senx-cosx

f(x) =sen(2x) = f'(x) =2"-cos(2x)
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