SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 14

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Discute y resuelve (siempre que sea posible) el siguiente sistema de

ecuaciones lineales en funcién del valor del parametro real a:

x+ ay+a‘z=1

X+ ay+ az=a

x+a’y+a’z=a’

Discutiremos el sistema utilizando el teorema de Rouche-Frobenius. Para ello
necesitaremos averiguar el rango de la matriz de coeficientes y la matriz

ampliada asociadas al sistema.

x+ ay+a’z=1 1l a a|l

X+ ay+ az=a = |1 a alal|=4
2 2 2

x+a'y+a‘z=a’ l a a|a

Comenzaremos analizando el rango de la matriz de coeficientes. Para ello,

calcularemos el valor de su determinante en funcién del parametro real a:

1 a a° 1 1 a 1 0 a
|A|:1 a lal=ad* Ll =4l o =a (a-1)
1 a° a° 1 a a 1 a-1 a

Para discutir el rango de la matriz debemos averiguar qué valores del parametro

a, anulan este determinante. Es decir:
|[4=a*(a-1)=0 = a=0 6 a=1

Esto nos permite distinguir tres casos posibles:




SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 14

MATEMATICAS I

Por Pedro A. Martinez

CASOIL: a#0 y a=l

1 a &2l1 coinciden con el nUmero de incognitas, motivo por el cual,
l a ala el Teorema de Rouche-Frébenius quedaria clasificado
1 o a*|a’

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO.

R(4)=R(4")=3 = NUM.INCOGNITAS

En este caso, los rangos de la matriz ampliada y de coeficientes

segun

Para resolverlo, aplicaremos la regla de Cramer:

a a a a a-(a—l)z-(a+1) a+1 a+1 -1
yzaz-(a—l)2= az-(a—l)2 B az-(a—l)2 B a :>(x,y,z)=(0, a a
I a 1 1 1 a
1 a a| a1 1 1
1 a° a° LhedevelVINING.

)

CASOIL: ¢ =0
En este caso, el sistema es claramente INCOMPATIBLE, ya
| | que si despejamos x de la primera ecuacion y de la
1 8 8 0 segunda obtenemos valores distintos. Asi pues, aqui se
1 0 00 cumple que:
1=R(4)= R(4")=2
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CASOIIL: ¢ =1
En este caso, el sistema es COMPATIBLE
11 11 INDETERMINADO, ya que todas las ecuaciones son
11 1)1 idénticas. De hecho se tiene que:

1 1 11

R(4)=R(4")=1< NUM.INCOGNITAS

Resolvamos el sistema en este caso. Dado que el rango del sistema es 1,
sabemos que sélo necesitaremos una ecuacion para resolver el sistema y en

consecuencia dos de las incdgnitas actuaran como parametros reales:

I 1T 11 x=A1

1 1 I|l| = x+y+z=1 =<y=u con A,ueR
111 z=1-A1-u
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PROBLEMA 2: Dada siguiente matriz donde x es un valor real:

senx —cosx O

A=|cosx senx O
0 0 2

a. Calcula para qué valores reales del parametro x, la matriz A es singular.

b. Calcula su inversa cuando x =

a) La matriz A sera invertible si su determinante es distinto de cero.
Simplemente calcularemos el determinante de A y comprobaremos que
no es cero valga lo que valga x:

senx —cosx O
Sen X — —COSX

|A|:cosx senx 0=2- =2-(sen2x+coszx):2-1=2¢0

0 0 2

COS X sen x

Asi pues, la matriz A es regular para cualquier valor real de x.

b) Necesitaremos obtener la inversa de la matriz A para x = . En este caso,

dado que sen 7 =0y cosz=—1 la matriz A sera:

Calculamos primeramente la matriz de adjuntos:

. 0 0 ] -1 0 ) -1 0
Adj,,(4) = 0 2 =0 Adj,(A4) = - 0 2 =2  Adj;(4)= 0 0 =0
Adj, (A) = ! 0— 2 Adj (A)—O 0—0 Adj,(A) = 01 =0
Y1 T 9T 2 4T 7B% o o
Adj (A)—1 0—0 Adj,,(A) = 0 O—O Adj, (A) = 0 1—1
Y31 “lo o 32 Ty o Y33 o1 oo T




SOLUCIONES

Asi pues:

DOSSIER SEMANAL 14

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez




SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 14

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 3: Calcula el area del recinto delimitado por f(x)=x-e ", el eje de

abscisas y la recta vertical que pasa por su maximo absoluto.

Primeramente debemos realizar una representacién gréafica de la funcion. Para ello

seguiremos los pasos basicos y mas trascendentales para poder trazar un esbozo de la
misma. La funcion puede expresarse f(x)=x-e* como f(x)= e%. Asi pues:
1. DOMINIO: Dado que el denominador de la funcion nunca se anula
e =0 = No tiene solucion
el dominio de f(x) estodo el conjunto de los niumeros reales.

2. CONTINUIDAD: La funcion f(x) es continua por ser el cociente de dos funciones

continuas siendo la que actia como denominador una funcion positiva que no se anula

nunca.
3. SIMETRIAS: En este caso, la funcién no presenta ningln tipo de simetria ya que:

X

fex)=-

—# f(x) = f(x)no tiene simetria par
e

f(x) ===

—#—f(x) = [f(x) no tiene simetria impar
e

4. CORTES CON LOS EJES COORDENADOS:

Corte conelgje OY: x=0 = f(0):£=%:0 = O(0,0)

eO
Corte con el eje OX: f(x)=0 = 220 = x=0 = 0(0,0)
e

X

Asi pues, el Unico punto donde la funcion corta a los ejes coordenados es en el origen

de coordenadas O (0, 0).
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5. ASINTOTAS:

5.1. Asintotas verticales: Se buscan y estudian en aquellos puntos problematicos

respecto al dominio. Dado que en este caso el dominio de es todo el conjunto de

los niUmeros reales, concluimos que no tiene asintotas verticales.

5.2. Asintotas horizontales: Para saber si una funcion tiene asintotas horizontales

ha de estudiarse su comportamiento en el infinito.

) x| . Aplicando o1
Lim f(x)= Lim — =|— INDETERMINACION |= L = Lim —=0
X — 40 x>+ ¥ | ©© L'Hopztal...

Lim f(x)= Lim . ﬁ}:—oo
X —> —00 x> - ¥ L 0

En este caso solo tenemos una asintota horizontal en y =0 cuando x — +co.

Cuando x — —o0 no hay asintota horizontal.

5.3. Asintotas oblicuas: Sabemos que si una funcidn tiene asintota horizontal

entonces no presentara asintota oblicua. En este caso, cuando x — +oo la funcion

presenta una asintota horizontal y por tanto sabemos que no habra oblicua. Sin

embargo, cuando x —> —o no hay asintota horizontal y por tanto cabe la

posibilidad de que exista oblicua. Averigiémoslo:

X
. X . x o1

m= Lim &: Lim £~ = Lim — = 4o
P —— X x—>-o X P —— ex

Dado que la pendiente de la asintota oblicua no es finita, podemos asegurar que la

funcion propuesta no posee asintotas oblicuas.

6. PERIODICIDAD: La funcién propuesta no tiene ningun tipo de periodicidad.




SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 14

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

7. MONOTONIA: Realicemos el estudio de la primera derivada:

X

—x-e* e (l-x) 1-x

_x ()= & _ _
f(x)= o = f'(x (ex)z (ex)z "

Igualamos la derivada a cero para obtener los puntos criticos:

fl(x)=0 = l_xx=o - 1-x=0 = x=1
e

Analizaremos ahora la monotonia de la funcion:

Signo de f'(x) + -

Monotonia de f(x) / \

. ' ) )| 1 .
Asi pues, la funcidn presenta un maximo absoluto en (1,— . Es creciente en el
e

intervalo (—oo, 1) y decreciente en el intervalo (1, + o).
8. CURVATURA: Realicemos el estudio de la segunda derivada:

1 n cetset (I1Xx) Sseti(2-x) x-2
= fe0)= 2 = 2 T
(") (")

e

f(®)=

e.X
Igualamos la segunda derivada a cero para obtener los posibles puntos de inflexion:

-0 = x-2=0 = x=2

e

f"x)=0 =

Analizaremos ahora la. monotonia de la funcion:

Signo de f''(x) - +

Curvatura de f(x) /\ \\/
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Asi pues, la funcién presenta un punto de inflexion en (2, j Es concava en el

e_z
intervalo (—oo, 2) y convexa en el intervalo (2, +o0).

Con toda esta informacion, se tiene que la representacion grafica de la funcidon

f(x)=x-e* propuesta es la que se muestra a continuacion:

i
oL
n
o
5]
e
=
(%
N
N,
v
w
w
5]

A partir de aqui, ya podemos comprobar que el area que nos piden calcular es:

. . . l -
Para ello, calcularemos la integral definida 4 =.[ x-e " dx
0

Obtendremos primeramente la primitiva de la funcion f(x)=x-e*:

u=x = du =1
dv=e™dx = v:J.e_x dx:—J.—e_x dx=—e""

'[ x-e " dx=
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=—x-e’ —j—e”C dx=-x-e* —e*=—"-(x+1)+C CeR

Asi pues, el area que piden sera:

A= J:x e di=—e"- (x + l)]:) = [Aplicando la Regla de Barrow...] =

et (+)-[e -(0+1)]=—§+1:e;2 W
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PROBLEMA 4: Hallar las dimensiones del rectangulo de area maxima dos de cuyos
vértices se apoyan sobre la curva parabdlica de ecuacién y =12—x?, y los otros dos

vértices estan situados sobre el eje de abscisas.

En primer lugar realizaremos una representacion grafica de la parabola y del rectangulo

genérico cuya area deseamos maximizar:

(.',1_ -
A
\
'
o
o
e
<
=
NH
W
/
ra
-

A continuacion deberemos construir nuestra funcion objetivo. Dado que deseamos
maximizar el area del rectangulo inscrito, la funcién que debemos construir es la que
proporciona el area de dicho rectangulo.
Para ello, definimos las variables:

x = coordenada positiva del vértice inferior derecho del rectangulo.

v = altura del rectangulo.

Asi pues, nuestra funcion objetivo sera:

Alx, y)=2x-y
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Debemos ahora buscar una condicion de ligadura entre las dos variables para poder

expresar la funcion objetivo mediante una sola de ellas. En este caso, la relacién de
ligadura viene dada por la ecuacién de la parabola y =12 — x?
Asi pues:
A(x, y)= 2x-y = A(x): 2x'(12—x2): 24x —2x°
Esto nos permite ahora derivar la funcion y extraer los maximos y minimos de la

funcién si los hubiere:
Ax)=24x-2x" = A(x)=24-6x" = 24-6x*=0 = x=+2

Dado que por definicion x>0, la solucion negativa no resulta de interés para nuestro

proposito:

Signo de A'(x) + -

Monotonia de A(x)
/ \

Asi pues, las dimensiones del rectangulo de area maxima pedido seran:

base:2x=2-2=4uy

altura:y=12—-x>=12-2>=8u



