SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 5

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Considera la funcién f(x)=3x"> —5x+1. Se pide:

a)

b)

Calcula la ecuacion de la recta tangente y normal a la funcion f(x) que pasa
por el punto de abscisa x =0.
Calcula la ecuacion de la recta tangente a f(x) que forma un angulo de 45°

con la horizontal.
Calcula el area del triangulo delimitado por las tres rectas anteriores.

b)

Calculemos primeramente la ecuacion de la recta tangente. Necesitaremos la
pendiente de la recta que vendra dada por el valor de la derivada en el punto
solicitado.

f(x)=3x"-5x+1 = f'(x)=6x-5 = m=f'(0)=6-0-5=-5

Asi pues, dado que (0)=3-0>-5-0+1=1, la ecuacién de la recta tangente a

en el punto de abscisa x =0 sera:
y—f(x)=m-(x-x,) = y-1=-5-(x-0) = y=-5x+1

Y la de la recta normal:

(x-0) = y:§+1

y—f(xo)=_—1~(x—xo) = y—1=l
m 5

Sabemos que la pendiente de una recta también viene dada por la tangente del
angulo que ésta forma con el eje de abscisas. Asi pues, para la recta tangente
que nos piden:

m=tg (45°)=1

Esto nos permitira saber cual es el punto de tangencia de la curva y la recta
tangente, para ello igualamos la derivada al valor de la pendiente calculado
previamente:

m=f'(a) = 1=6x-5 = 6x=6 = x=1
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Asi pues, dado que f(1)=3-1> =5-1+1=—1, la recta tangente que nos piden
sera:

y—f(xo):m-(x—xo) = y+1:1~(x—1) = y=x-2

Calculemos ahora el area del triangulo formado por las tres rectas calculadas en
los apartados anteriores que llamaremos como sigue:

r=y=-5x+1
X
s=y=—+1
Y 5
t=y=x-2

Primeramente necesitaremos obtener el valor de los puntos de corte entre las
tres rectas. Para ello habra que resolver cada posible sistema de dos rectas.
Obsérvese que el punto de corte entre las rectas ry s es A(O, 1) (pues es el
punto de tangencia a partir del cual se han obtenido las ecuaciones) y por tanto
podremos ahorrarnos este calculo.

Punto de corte entre ry t:

r=y=-5x+1
= “Sx+l=x-2 =
t=y=x-2
1 3 1 3
= X=— = y=-— = B|—-,——
2 2 2 2
Punto de corte entre s y t:
s=y=2+1
-775 = x-2=241 =
5
t=sy=x-2
15 7 15 7
= x=— = y=— = C|—,—
4 4 4 4

Considerando como base y altura los catetos del triangulo rectangulo que
forman las tres rectas, podemos calcular su longitud (mediante el médulo de los
correspondientes vectores) y a partir de ahi, el area:
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2 2
AB:OB—OA=(l,—§)—(0,1)=(1,-§j - HABH: (l} +(_§j _2%
27 2 2" 2 2 2 2

2 2
AC:OC—OA=(%5,%j—(0,1):(1_5,%j |4c|- (%5] +(§j _ 326

4 4 4

Asi pues, el area del triangulo sera:

— 5= Y26 3726
e T s
2 2 16 16 8

i

PROBLEMA 2: Calcula el valor del parametro real a para que la funcién sea derivable:

x-Lnx 0<x<l1

f(x):{a-(l—e"‘) x>1

Queremos que la funcion f(x) sea derivable. Dado que toda funcién derivable es
continua, f(x) también debera ser continua para el valor de a que buscamos. Asi
pues, calculemos primero el valor del pardmetro para que f(x) sea continua y luego

comprobaremos si para ese valor de a, la funcion f(x) es derivable.

Sabemos que:

e Para O<x<l1: La funcién es continua y derivable por ser composicion de
funciones continuas y derivables en ese tramo.
e Para x >1: La funcion es continua y derivable por ser composicion de funciones

continuas y derivables en dicho tramo.
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Analicemos el Unico punto de cambio de la funcidn definida a trozos. Comencemos,

como hemos dicho con la continuidad:

e Para x=1:

fU)=1-Ln1=1-0=0
Lim f(x)=Lima-(1-e)=a-(1-¢")} = a-(l-e')=0 = a=0

x—>1+ x—>1+

LiiIn f(x)zLiiln x-Lnx=0

Asi pues, ahora simplemente hemos de comprobar si para a =0 la funcion f(x) es

derivable en x =1.

x-Lnx 0<x<l1 1+Lnx 0<x<l

f(X):{ 0 x>1

A :{

0 x>1

Calculando las derivadas laterales vemos que:

f1a+) = 0} , , :
') = f'(1-) = f(x)no es derivable en x =1

£y =1

Asi pues, dado que para la funcién no es derivable en x =1, debemos concluir que en

este caso, no existe ningun valor del parametro real a para que la funcion f(x)

sea derivable.

. ., 2x
PROBLEMA 3: Calcula la derivada de la funcion f(x) =2 arctg x + arcsen o)
+ X

La funciébn propuesta es un tanto peculiar. A continuacion se muestra su
representacion grafica donde se pueden apreciar ciertos aspectos curiosos como que la
funcién fuera del intervalo —1 < x <1 es constante y ademas no es derivable en x =-1

y x =1 pues ahi presenta puntos angulosos.
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Independientemente de esta observacion grafica, procedamos ahora a la derivacion de

la funcidon dada:

L2 1 2-(lxt)-2x2x
f(x)—1+x2+ 2« ’ (1+x2)2 )
_[1+x2j
_ 2 1 242x7 —4xT 2 . 1 2-2x"
T fee] o e e (ee)
(1+x2)2 (1+x2)2
_2 1 2-27 2 1 2-(1-x7)

1+x° /(l+x2)2—4x2 (1+x2)2 1+x2+\/1+x4+2x2—4x2. l+x
(1+x2)

_2 1 20-)_ 2 1 2:(1=¥)

1+ x° \/1+x4—2x2. 1+x> 1+x° (l_xz)Z' 1+x7

2 1 2:(-x)
1+x7 ‘1—x2‘ 1+ x7
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A partir de aqui tenemos dos posibles soluciones (como consecuencia del valor

absoluto) dependiendo del valor de x:

e Para -1<x<«l1:

, 2 1 2-1-x%) 2 2 4
X)= =+ . = —+ =
/') 1+x? 1-x2 1+x? I+x? 1+x* 1+x°
e Para x<-1ox>1:
2 1o2(-x2) 2 2
"(x) = + . = - =0
/') 1+ x? —(l—xz) 1+ x? I+x? 1+x?

Para los valores de x=—1y x =1 la funcidon no es derivable. En definitiva, la derivada

de la funcién propuesta es:

4
f/(x) _ 1+X2

0 x<-1o0 x>1

-1<x<l




