SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 16

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Discute y resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales en
funcion del pardmetro real « :
xX+ay+z=a+2

x+y+az=-2(x+1)

ax+y+z=«a

Discutiremos el sistema utilizando el teorema de Rouche-Frobenius. Para ello
necesitaremos averiguar el rango de la matriz de coeficientes y la matriz

ampliada asociadas al sistema segun los valores del parametro « .

x+ay+z=a+?2 l o 1| a+2

x+ytaz=2(@+l) = |1 1| a|-2a+l)|=4

ax+y+z=a a 1 1 a
e

Comenzaremos analizando el rango de la matriz de coeficientes. Para ello,

calcularemos el valor de su determinante en funcion del parametro real «:

1 o 1
|A|: 1 1 a=1+’+l-a-a-a=a’-3a+2
a 1 1

Para discutir el rango de la matriz debemos averiguar qué valores del parametro

o, anulan este determinante. Es decir:

4 =a’ ~3a+2=0 {“Zl(dgble)

a=-2

Esto nos permite distinguir tres casos posibles:
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CASOL: o #1 y a#-2

En este caso, dado que el determinante de la matriz de
coeficientes no es cero, podemos asegurar que el rango de
dicha matriz es 3. Asi mismo, la matriz ampliada como mucho

puede tener rango 3 (al poseer Unicamente tres filas) y dado

a1 a+2 que contiene a la matriz A que es de rango 3, podemos
1 1 a-2a+1)
a 1 1 o concluir que su rango también es tres. Como conclusién, segun

el Teorema de Rouche-Frobenius el sistema en este caso

quedaria  clasificado como  SISTEMA COMPATIBLE

DETERMINADO vya que:

R(4)= R(4")=3 = NUM.INCOGNITAS

Para resolverlo, aplicaremos la regla de Cramer:

a+2 a 1
20@+1) 1 «
. L1 ad’+a’-2a  a-(a-1)(a+2) «a
(@-1)(a+2) (@-1V-(a+2) (a-1)-(@+2) _a-1
1 a+2 1
1 -2(a+1) «a
a 1| (a-1)-(@+2) a+2
)

(a—l)z-(a+2)_ a-—1

l o oa+?2
11 -2+l

A a | =2Aa=1)(a+l)(a+2)  ~2-(a+1)
(@-1)-(x+2) (-1 (a+2) a-1

Asi pues, la solucidn del sistema sera:

(x,y,z):( a a+2 —2-(a+1)j

a-1" a-1’ a—1
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CASOIIL: o =1

En este caso, sabemos que la matriz de coeficientes no es
de rango 3. De hecho, dado que todos los menores de
orden 2 son nulos (obsérvese que todas las filas de A son

idénticas), podemos afirmar que:

Rg(4)=1

Ahora bien, el rango de la matriz ampliada, en este caso es
dos ya que podemos encontrar al menos un menor de

orden 2 distinto de cero:

1 3
1

‘:1—3:—27&0 = Rg(4')=2

Asi pues, dado que: 1=R(A)¢R(A*): 2 por el Teorema de

Rouche-Frobénius, podemos afirmar que el sistema es

INCOMPATIBLE. En consecuencia, no tiene solucion.

CASOIL: ¢ =2

Para discutir este caso concreto, emplearemos el método
de Gauss:

1 -2 110 F2=F2-F1 1 =2 110

F3'=F3+2F1

1 1 =2| 2 = 0 3 =32 | =

F3'=F3+F2

= 0 3 -3|2
00 010

A la vista del resultado, observamos que:
R(4)=R(4")=2 < NUM.INCOGNITAS =3
por el Teorema de Rouche-Frobénius, podemos afirmar

que el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO.
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Vamos a resolver este Ultimo caso aprovechando el resultado obtenido por el método

de Gauss:
1 =2 110 F2=F2-F1 1
F3'=F3+2F1
1 1 =-2| 2 = 0
-2 1 11-2 0

-2 110 1 -2 110
F3=F3+F2

3 =32 = 0 3 =32

-3 3(-2 0 0 010

Tenemos en el sistema un grado de libertad. Denotando por ejemplo, z =1 siendo A

un parametro real, tendriamos que la solucion del sistema seria:

xo2a-2234 91 -2
1 -2 110 x—2y+z=0 3 X=—
2-32 3
0 3 -=-3|2| = 3y+3z=2 = z:T = y=4 conleR
0 0 00 y=41 y=1 S ﬂ
3
Resumiendo el estudio del sistema:
CASO TIPO DE SISTEMA SOLUCION
o #1 COMPATIBLE a o+2 —2-(a+1)
(xa ya Z) = > s
a#-2 DETERMINADO a-1"a-1" a-1
a=1 INCOMPATIBLE No tiene solucion
COMPATIBLE _ _
a=-2 (x,y,z): i 2,/1,2 34 con L€R
INDETERMINADO 3 3
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PROBLEMA 2: Considera las siguientes matrices cuadradas de orden 3:

2 2 1 2 0 1 0 4 0
A=|-1 -1 -1 B=|0 -3 0 C=|-1 0 -1
2 4 3 1 0 1 0 2 0

a) Demuestra que la matriz 7 = B+ C es invertible

b) Calcula la matriz 7'

c) Calcula, si es posible, la matriz X que verifica la ecuacion:
BX =4-CX

d) Calcula el determinante de la matriz D que verifica que:

A=T"-D-T

a) Para ello simplemente hemos de ver que el |T| es distinto de cero. Asi pues:

2 0 1 0 4 0 2 4 1
I'=B+C=|0 -3 O0(+|-1 0 -1|=/-1 -3 -1
1 0 1 0 2 0 1 2 1

Y el determinante de dicha matriz es:

2 4 1
T|=[B+C|=|-1 -3 —1=-6-4-2+3+4+4=—12+11=+1%£0
NS4

En consecuencia, la matriz T es regular, es decir, es invertible.

b) Calculemos la matriz inversa utilizando, por ejemplo, el procedimiento por adjuntos.

Aplicaremos la férmula:

Ad5™(T)

T =
7

Calculamos ahora la matriz de adjuntos:
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-3 -1 -1 - -1 -3
Adj, (T) = =—1 Adj,(T)=- =0 Adj ,(T) = =1
i, (T) ‘2 l‘ 1, (T) ‘l 1‘ ,5(T) ‘1 2‘

, 41 . 21 , 2 4
Ad]Zl(T):_z 1:_2 Ad]zz(T)zl 1:1 Ad]zs(T):_l 2:0
. 4 1 . 2 1 , 2 4
Ad]31(T):_3 _1=_1 Ad]32(T):__1 _1=1 Ad]33(T):_l _3=—2

Asi pues:
-1 0 1 i 12 1
AdiT)=|-2 1 0| = leAfT(T): 0 =1 1
211 =2 71 10 2

¢) Si'intentamos despejar la matriz X de la ecuacion propuesta, observamos que:
BX=4-CX = BX+CX=4 = (B+C)-X=4 = T-X=4
= T T-X=T"4 => X=T"-4
Asi pues:
1 2 1 2 2 1 2 -4 2

Xo=Td=|0 (2102121021 2= -1 -3 -2
-1 0 2)l2 4 3 2 6 5

d) Aplicando las propiedades de los determinantes, observamos que:

- - 1
[ =|r"-p-1] = |d=T"|-|D-|1] = |A|=m'|DI'|T| = |4=|D]

Asi pues:

2 2 1
ID|=|d|=]-1 -1 -1=-6-4-4+2+8+6=-14+16=2
2 4 3
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PROBLEMA 3: En algebra lineal se dice que una matriz cuadrada A de orden n es una
matriz de giro o rotacion si cumple que A es ortogonal y det(A):l. Atendiendo a
esta definicion se pide:

a) Demuestra que la matriz

cosf 0 senpf
RB)=| 0o 1 0
—sen f 0 cos f

es una matriz de rotacion en el espacio tridimensional (f# se

corresponde con el angulo de giro)

) Caleula Hgﬂ

a) Simplemente hemos de comprobar que la matriz R(,B) propuesta cumple las dos

condiciones necesarias caracteristicas de una matriz de rotacion:

e Veamos primero que la matriz R(,B) es ortogonal. Recordemos que una matriz
es ortoganal cuando su inversa coincide con su traspuesta. Para ello, tenemos la
opcién de calcular la matriz inversa R*I(,b’) mediante el uso de adjuntos y
comprobar que ésta coincide con RT(ﬂ), o bien, (que es lo que haremos)
comprobar que al multiplicar la matriz R(,B) por su traspuesta se obtiene la

matriz identidad.

cosfpr 0 senf)(cosfp 0O —senpf 1 00
RB)R"B)=l 0 1 0 |4 0 1 0 [=[010
~senfp 0 cospf)\senff O cospf 0 0 1

Se puede comprobar también facilmente que ambas matrices conmutan:
R"(B)-R(B)=R(B)-R"(B)=1

Asi pues, concluimos de estas relaciones que la inversa de R(,B) es RT(ﬁ), es

decir: R7'(8)=R"(B)
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¢ Finalmente comprobamos que el determinante de la matriz propuesta es uno.

cos f 0 sen f
|R(,Bl= 0 1 0 |=cos’f+sen’f=1
—sen f 0 cos pf

Como conclusion podemos afirmar que la matriz R(,B) propuesta es una matriz de

rotacion.

b) Ahora, sabemos que el angulo de giro es de 3 rad. Por tanto, la matriz a utilizar es:

T s
cos— 0 sen—

i > > 0 0 1
R[E] = 0 1 0O (=0 1 O
1 00

T T
—sen— 0 cos — —
2 2

Comenzaremos calculando algunas potencias para ver cual es el resultado o la pauta

que debemos sintetizar de forma analitica:

0 0 1Y(=1 0 0) (0 0 —1
3(9_ (gj«{%j: 1 0|0 0l=l0 1 o0
S100)lo 0o =1) (10 o
0 0 1Y(0 0 -1} (1 0 0
R4(§j:R[§j'R3(%j‘ 0 1 0/{0 1 0o]=|0 1 0|=1
10 1o o) oo 1
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Observamos que solo existen cuatro posibles matrices resultado al calcular una

. . V4 , .
potencia de la matriz R(Ej Ademas estos resultados se van repitiendo de forma

ciclica con periodicidad 4. Esto puede expresarse matematicamente como:

-1 0 0
0O 1 O sin=4k-3
0 0 -1
0 0 1
0O 1 0 sin=4k -2
Rn(zj: -1 0 0
2 0 0 -1 siendo k& un numero natural.
0 1 0 sin=4k—1
1 0 0
1 0 0
[O 1 0 sin =4k
0 01
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PROBLEMA 4: Resuelve la ecuacion:

2-(x=1) x+1 (x+1)
x—1 x+1 x+1|=0
(G P e

La manera mas rapida y sencilla de resolver este ejercicio consiste en aplicar las
propiedades de los determinantes para calcular el determinante propuesto en este

Caso:

2-(x* 1) x+1 (410 PR-(x=1)-(x+1) x+1  (x+1)

x—1 x+1 x+1|= x—1 x+1 x+1 =
(x=1P  x=1 x*-1 (x=1)° x=1 (x=1)-(x+1
2-(x+1) x+1 x+1 201 1
=(x—1)-(x+1)-| 1 x+l 1 | =(=1P-(x+1)* 1 x+1 1=
x-1 x-1 x-1 11T 1
1 01
2 2 2 2
. (x=1) -(x+1) 10 x 1=x-(x-1)-(x+1)
C2'=C2-C3 0 0 1

Asi pues, la solucién a la ecuacién propuesta sera:

x(x=1P-(x+10 =0 = {x=1




