SOLUCIONES DOSIER SEMANAL 05
MATEMATICAS 1/
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Discute el sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro real m.

z+my =20

x+y=1 }
x+A+m)y+mz=m+1

Discutiremos el sistema utilizando el teorema de Rouche-Frobenius. Para ello necesitaremos
averiguar el rango de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada asociadas al sistema.

x+y=1 1 1 0 1
m+1

x+A+m)y+mz=m+1 1 m+1 m
Comenzaremos analizando el rango de la matriz de coeficientes, A. Para ello, calcularemos el

valor de su determinante en funcion del parametro real m:

1 1 0
[Al=10  m 1|l=m?*+1)-(m+1)=m?-m
1 m+1 m

Averigliemos qué valores del parametro m, anulan este determinante:

[Al=m?-—m=m-(m—-1)=0=> m=06m=1

Esto nos permite distinguir tres casos posibles:

CASOILm#0ym=#1

En este caso, los rangos de la matriz ampliada y de coeficientes
(1) 1"11 (1) é coinciden con el numero de incognitas:
1 m+1 mlm+1 R(A) = R(A) = n%incognitas = 3
motivo por el cual, el sistema es COMPATIBLE DETERMINADO.
CASOI: m =0
En este caso, se observa que el rango de la matriz A es 2:
1 0]_
o 1l=170
1 1 011 Ademas, el rango de la matriz ampliada se observa que también
(0 0 1 0) es 2 porque cualquier menor de orden 3 que consideremos tiene
1 1 011

determinante nulo. Por tanto:
R(A) = R(A™) = 2 # nlincognitas = 3
En consecuencia, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO
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CASOIIl: m=1

1
0
2

1 1 0
01 1
1 2 1

En este caso, dado que el determinante de la matriz de coeficientes es
cero, el rango de A no puede ser 3. No obstante, el rango es 2 ya que
existe un menor de orden 2 con determinante no nulo:

R

Por otro lado, la matriz ampliada es de rango tres ya que:

1 1 1
0 1 0/=1%#0
1 2 2

Asi pues, el sistema en este caso es INCOMPATIBLE porque:
2=R(A) #R(A") =3

[@ose)
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PROBLEMA 2: Discute el sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro real a.

2x+y+z+t=0
ax —2y+z+4t=0
3x—y—z+4t=0
—2x+4y—z+9t=0

Discutiremos el sistema utilizando el teorema de Rouche-Frobenius. Para ello necesitaremos
averiguar el rango de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada asociadas al sistema.

2x+y+z+t=0 2 1 1 110
ax —2y+z+4t=0 N a =2 1 410 e
3x—y—z+4t=0 3 =1 —1 410
—2x+4y—2z+9t=0 -2 4 -1 910

Comenzaremos analizando el rango de la matriz de coeficientes, A. Para ello, calcularemos el

valor de su determinante en funcién del parametro real a:

2 1 1 1 2 1 1 1
a=|e -2 1 4 =[F3’=F3+F2]=a -2 1 4|_
3 -1 -1 4| lFa'=Fa+F1l |5 0 0 5
-2 4 -1 9 0 5 0 10
1 1 1 2 1 1
=5-1-2 1 4|-5-la -2 1/=5-45-5-(5a —10) = —25a + 275
5 0 10 0 5 0

Averigliemos qué valores del parametro a, anulan este determinante:

275

|4l = —25a+275=0= m=—==11

Esto nos permite distinguir dos casos posibles:

CASOL:m # 11
2 1 1 11 0\ | En este caso, los rangos de la matriz ampliada y de coeficientes
a -2 1 4] 0] ]|coinciden con el numero de incognitas:
3 -1 -1 4]0 R(A) = R(A) = n%incognitas = 4
=2 4 =1 910/ | motivo por el cual, el sistema es COMPATIBLE DETERMINADO.
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CASOIl:m =11

En este caso, se observa que el rango de la matriz A es 3:
1 1 1
-2 1 4[{=15#0
2 1 1 1]0 1 —1 4
11 =2 1 4]0} Ademas, el rango de la matriz ampliada se observa que también
32 _41 :1 3 8 es 3 porque cualquier menor de orden 4 que consideremos se
forma de aiadir una columna de ceros. En consecuencia:
R(A) = R(A") = 3 # nincognitas = 4
Por tanto, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO
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PROBLEMA 3: Considera la matriz:

-1 2 X
A(x)=(0 x 0 )
2 1 x%2+1

Dependiente del parametro real x y la matriz B de orden 4 que verifica B> = 21 — 3B siendo 1 la
matriz identidad orden 4. Se pide:

a) Determinar qué valores del parametro x hacen invertible la matriz A(x)

b) Demostrar que la matriz B es regular

c) Encontrar los valores reales de m y n que verifican B~ = mB + nl

d) Para x = 1, calcular el determinante de la matriz 245 - AT - 471

e) Parax = 1, determinar la matriz X que verifica AX =(1 2 0)7

a) Para que la matriz A(x) sea invertible, su determinante no debe ser cero. Asi pues:

-1 2 X
[A)|=]0 x 0 [=—x-(%+2x+1)=—x-(x+1)?
2 1 x%2+1

Igualamos a cero el determinante:
A =—x-(x+1)?=0 > x=06x=-1

Asi pues, la matriz A(x) es invertible para todo valorde x € R — {0,—1}

b) Sabemos que:
1
B2=2[-3B —» B2+3B=2] - B-(B+3)=2l- B-[E(B+31)]=I

Dado que hemos encontrado una matriz que al multiplicarla por B se obtiene la matriz
identidad, podemos concluir que dicha matriz sera la inversa de B:

Bl = l(B + 31)
2

Con ello demostramos que la matriz B es regular.

c) Utilizando la expresion obtenida en el apartado b) y por comparacion de términos, podemos
concluir que:

Bl=i(43n=2p+3] 5 m=1 =3
2 27 "2 2 2

d) Para x =1, sabemos que el determinante de A(x) es:
[A(D|==1-(1+ 1D)?*=-4
Usando ahora las propiedades de los determinantes, concluimos que:

1 1
|245 - AT - A7 =23 - |45 - |AT T 8-14|° - |Al T 8- (—4)°> =-8192
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e) Para x =1, sabemos que la matriz A es regular. Por tanto, podemos hacer uso de su inversa
para resolver la ecuacion planteada:

1
AX=01 2 0T » At Ax=41-Q1 2 0 - X:A—1-<2>

0
-1 2 1
A=A =(0 1 0
2 1 2

Siendo:

Calculemos la inversa de A mediante el método de adjuntos:

1
A1 =— - AdjT(4)
ja
Dado que ya sabemos el valor de su determinante (|A| = —4), calcularemos primeramente la
matriz de adjuntos:
_ |11 0_ _ 1001 _ _ .0 1_
A11—+|1 2|_ 2 A, = |2 2|_ 0 As=+|, = -2
_ 12 11_ _ _ -1 1_ _ |71 2] _
A =—|7 5= -3 A=+ Jl=-4 4n=-[, {|= 5
_ .12 11_ _ _ |71 13 _ _ -1 21_ _
Ay =[] o[ =-1 A ==[ of=0  An=+[ = -1
Por tanto:
Lo1f% 3 -1y g2 31
A =3 0 -4 0 =2 0 4 0
-2 5 -1 2 =51
Asi pues:

AR

®@@ Obra bajo licencia Creative Commons Pedro A. Martinez Ortiz
Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual www.maths4everything.com

4.0 Internacional @maths4everthink


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.maths4everything.com/

