SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 18

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Resuelve de manera razonada las siguientes integrales indefinidas.

1) j(e‘zx +3 X—%) dx 2 Ie?’XJ“e—SXJrl dx 3) J'X.efx2 dx
4) sz -senx dx 5) I—X;jj;;):rzz dx 6) jsen (Ln x)dx
10) Iﬁ dx 11) jLnsz dx 12) jm dx

1) Laintegral propuesta es semi-inmediata. Primeramente, separamos la integral de

la suma como suma de integrales. Luego resolvemos cada una de ellas:
J' -2x %/_ 4 -2x 3 4
A dx=.[e dx+f\/;dx—f—3dx:
X X

4/3 2

:—1‘|‘—2-e‘zxdx+_[x“3 dx—4jx‘3 de=—te2 X 4% oo
2 2 4/3 -2

:_%ezx+%?{/7+%+c con CeR
X

2) Esta integral también puede tratarse como integral semi-inmediata.
Primeramente, dividimos cada sumando del numerador entre el denominador y
resolvemos las integrales simples resultantes.

J.eSXZ—EXH dx=Izi: dx+Iz—: dX+J-eiX dx=‘[e2X dx+J‘1dx+Ie‘X dx =
1 e

= 2IZe2X dX+I1dX—I—e_x dx = 5

+x—e " +C con CeR

3) Esuna integral semi-inmediata sencilla.

J.x-e‘X2 dX:—%I—ZX-e_XZ dx:—e2

+C con CeR
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4) Dado que las funciones que se multiplican en la integral son de naturaleza distinta

(polindbmica y sinosuidal) podemos tratar de resolverla mediante la integracion
por partes:

, u=Xx? — du = 2x dx
_[x -sen x dx = =
dv=senxdx —= v:_[senxdx:—cosx

, u=2x = du=2
=—X -cosx+'|'2x-cosxdx= =

dv=cos xdx = v:jcosxdx:senx

=—X2-C0S X+ 2X-Sen x—JZsenxdx:

=—X%-C0Ss X+2X-sen X+2-cosX+C =

:2x-senx+(2—x2)-cosx+C con CeR

5) Se trata de una integral racional donde el grado del denominador es mayor que
el del numerador. En este caso, a la hora de factorizar el denominador se observa
que todas sus soluciones son complejas y que la factorizacion en polinomios mas
simples viene dada por:

x*+3x2 +2 = (x? +1)x* +2)
Asi pues, descompondremos la integral en suma de otras dos integrales mas
sencillas cuyos denominadores representan soluciones complejas:

dx+ICX+D dx

X% +2

X+ x2 4 x+2 Ax+B
_[ 4 2 dX=I 2

X" +3X° +2 X“+1
Calculemos los valores reales de los parametros A, B, Cy D:

X +X*+X+2 _ AX+B Cx+D _ (Ax+B)-(< +2)+(Cx+D)-(x* +1)

xX*43x%+2  x*+1 xP+2 x* +3x% +2

X3+ X% + X+ 2= (AX +B)-(x? +2)+ (Cx + D)- (x* +1)
Dando valores a x, obtenemos un sistema:
x=0 = 2=2B+D
x=1 = 5=3A+3B+2C+2D
x=-1 = 1=-3A+3B-2C+2D
X=-2 = -4=-12A+6B-10C +5D
Tras resolver el sistema de ecuaciones, obtenemos que los valores de los
parametros son: A=D=0 y C=B=1. Por tanto, la integral propuesta equivale a

resolver:
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X2+ x2+x+2 1 X 1
2 2 7 Tdx= dx + dx=arctg x+—=Ln (x> +2)+C
J.x“+3x2+2 J.x2+1 J-x2+2 g 2 ( )

Siendo C un ndmero real.

6) Como veremos esta integral se trata de una integral ciclica o recurrente que

inicialmente se resuelve por partes:

u=sen(Lnx) = du:M
_[sen (Ln x) dx = X

dv =1dx = v:jldx:x

dx

= x-sen (Ln x)—'[x-w dx = x-sen (Ln x)—jcos (Ln x)dx =
u=cos(Ln x) = du=L(LnX)dx

—m X -
dv =1dx = V=I1dx:x

= x-sen (Ln x)—x-cos (Ln x)—_[sen (Ln x) dx
Asi pues, si llamamos | = J.sen (Ln x)dx lo que hemos obtenido es:
Isen (Ln x)dx = x-sen (Ln x)—x-cos (Ln x)—_fsen (Ln x) dx

I =x-sen(Lnx)—x-cos(Ln x)—1

_ x-sen (Ln x)=x:cos (Ln X)+

21 = x-sen (Ln x)—x-cos (Lnx) ‘=1 ; C
De donde se concluye que:
[sen (Ln X)dX:x-sen(Ln X)—X-cos {Ln X)+C con CeR

2

7) Para resolver esta integral, realizaremos un cambio de variable:

t=/x

X t? 2t?
dx = = 2t dt = dt
wa} \P_ BIRIRGP ENFA SR NS B ¥ It2+t It+1

2/x

La integral que nos queda es racional con el grado del numerador mayor que el

del denominador. Asi pues, recurriremos a hacer la division de polinomios y

expresar dicha integral haciendo uso del cociente y el resto obtenidos:

2 2
IZt dt=| 2 o0y 2 =j2t—2+idt=j2tdt—j2dt+jidt=
t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
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:t2—2t+2~Ln|t+]j+C con CeR

Ya so6lo queda deshacer el cambio de variable:

I \/_dx X—2X +2- Ln‘\/_+]4+C con CeR
X+

8) Esta integral la resolveremos utilizando el método de integracidn por partes:

u=Lhx = du=1/xdx

anX ! g 12 gy = 2x | =
=—dXx => v=|—dx=|x" X=2+/X |
N J o]

=2Jx Ln X—J‘& dx = 2v/x Ln x—Zjﬂ dx = 2+/x Ln x—2'|.x’l’2 dx =
X X

= 2Jx Ln x=2-2y/x+C = 2¢/x Ln x=4x+C  con CeR

9) Laintegral es semi-inmediata de tipo logaritmica:

.[ 1 d Sabemos que: sen’x + c0s?x d
Sen X-Cos X 1= sen?x + cosx sen X - CoS X

sen’x cos?x sen x COS X
- j— dx+J. j dx+j

dx =
sen X - CoS X sen X - cos X COS X sen x

dx =

—sen x COS X
:—'[ dx+j

dx =—Ln|cosx| + Ln |sen x| +C
COS X sen x

sen X
COSX

=Ln +C=Ln[tgx|+C CeR

10) La integral es semi-inmediata de tipo logaritmica:

X

3 _ | Multiplicamos numerador y 3.p2
i [ [ o
1+2 | denominador por. ve* J_ + 2 02 42

X
x 1

=3J. Xez dx=23J. ZX
e? +2 g2 +2

—6-n(Ve*+2)ic  ceR

dx=6-Ln [e2+2j+0=
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11) La integral es semi-inmediata de tipo potencial:
(Ln x)*

ILn X dx—J.Z'Lnde:Z-Ii Lnxdx:Z-I%(Ln x)' dx =2 > +C =

X X

=(Ln x)* +C CeR
12) La integral propuesta es de tipo arcotangente ya que las raices del denominador

son complejas y en el numerador hay una constante:

_-l2:Vi44-208

4x* +12x+13=0 = X 5

Asi pues, deberemos comenzar por averiguar con qué cuadrado perfecto puede

ajustarse el denominador:

4x* +12x+13 = (2x +3)° + 4
%/_/

AX2+12X+9

Ello nos permite escribir:

8 i — [Dividimos numerador y} ~

8
J.4x2+12x+13 dx:J'(z 2 i
X +3)° +4 denominador entre 4

2 Introducimos en un Gnico cuadrado
- J. (2x +3)° g "= [el primer sumando del denominador} B
4
:‘[ 2x 2 2 dx:j 22 d :2.[ 12 dx =
( +3) 1 (x+3 +1 (x+3j +1
2 2 2
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PROBLEMA 2: E| Jet Propulsion Laboratory de la NASA necesita invertir dinero en
contratar empleados y comprar maquinas para la elaboracion de la sustancia eutéctica
EU-257 destinada al campo de la nanotecnologia cuantica. El laboratorio ha estimado
que comprando m maquinas y contratando n empleados, la cantidad de EU-257 que

puede producir viene dada por la funcién f(m, n)=90mn2 (en kg). Cada maquina le

supone al laboratorio una inversion de 2500€ mientras que cada nuevo empleado implica
un coste de 1500€. Sabiendo que el laboratorio sélo dispone de un presupuesto de
22500€ para este proyecto, determina el niumero de empleados que debe contratar
y el nimero de maquinas que debe comprar para maximizar la produccion de la

sustancia EU-257.

En este caso, la funcién objetivo ya viene determinada en el enunciado del problema.

Sabemos que deseamos maximizar la produccion, es decir:
f(m, n)=90mn?

Lo uUnico que debemos hacer ahora es encontrar una relacion de ligadura entre las
variables m y n para que podamos reformular la funcién objetivo utilizando Unicamente

una sola variable. Dicha relacion esta determinada por la restriccion presupuestaria:
2500 m +1500 n = 22500

Asi pues, de aqui obtenemos que:

2500 m +1500 n = 22500 _ 22500 -2500m ~_~_ 45-5m
1500 3
Por tanto, la funcion objetivo sera:
2
f(mn)=90mn? = f(m)=90 m(45_5mj f(m)=10m (45 —5m)’

A continuacion, derivamos y obtenemos los puntos criticos de la funcidn objetivo:

f(m)=10m(45-5m)° = f'(m)=10(45-5m)’ —100m(45—5m)
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= f'(m)=10(45-5m)45-5m-10m)= f'(m)=10(45—5m)45-15m)

m=9
f'(m)=10(45-5m)45-15m)=0 = { ,

m=
Analizamos la monotonia de la funcién para determinar si los puntos criticos obtenidos

se corresponden con un maximo o minimo o ninguna de las dos cosas:

| Signo de f'(x) + -

Monotonia de f(x) e T

Por tanto, la produccién de la sustancia EU-257 se maximizara comprando 3 maquinas y

contratando a:

n= 45 _35'3 = % =10 empleados

Ademas, la produccion maxima sera de:

f(3,10)=90-3-10 = 27000 kg de EU-257
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PROBLEMA 5: Representa graficamente (tras realizar un analisis exhaustivo) la siguiente

funcién real de variable real:

x? +11
f(x)=
(X) X+5

1. DOMINIO: El dominio de la funcién es D[f (x)]=R—{-5}. Ya que el denominador

se anularia en x=-5.

2. CONTINUIDAD: La funcién f(x) es continua en todo su dominio.

3. SIMETRIAS: En este caso la funcién no presenta ningun tipo de simetria.

o ExPr1n an Lo X+
f(-x)= e —_X+5¢f(x) f( X)_—x+5¢ f(x)

4. CORTES CON LOS EJES COORDENADOS:

2
Corte coneleje OY: x=0 = f(O):O w4 = A{O,Ej
0+5 5

x? +11
X+5

Corte con el eje OX: =0 =1 X341 0 = “x¢R

Asi pues, el Unico punto donde la funcidn corta a los ejes coordenados es en el punto
11

A0,—|.
5

5. ASINTOTAS:

5.1. Asintotas verticales: Se buscan y estudian en aquellos puntos problematicos

respecto al dominio.

2
Lim f(x)= Lim 2 +11=[f}=+oo

X — -5+ x—>-5+ X+5

2
Lim f(x)= Lim = +11:F}=ﬂo

X — —5- x—>-5- X+5
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Por tanto, la funcion posee una asintota vertical en x=-5.

5.2. Asintotas horizontales: En este caso, al tratarse de una funcién racional donde

el grado del numerador es exactamente una unidad mas grande que el grado del

denominador, sabemos que no poseera asintota horizontal, pero si tendra oblicua.

5.3. Asintotas oblicuas: En este caso, calcularemos la asintota oblicua realizando el

cociente de los polinomios.

x> +11 X-5
—x% 45X X+5 = y=X+5
5x+11
—-5x+25

36

6. PERIODICIDAD: La funcion propuesta no tiene ningun tipo de periodicidad.

7. MONOTONIA: Realicemos el estudio de la primera derivada:

x? +11 , 2x-(x+5)—x*-11 x?+10x-11
e
X+5 (x+5) (x+5)

Igualamos la derivada a cero para obtener los puntos criticos:

x=1
Xx=-11

2 —_
XX g o ke rl0x-11=0 = {
(x+5)

Analizaremos ahora la monotonia de la funcién:

-11 -5 1 +00
) .
Signo de f'(x) + * W . +

Monotonia de f(X) / \ \ /

iy - . 33 -~ .
La funcién presenta un maximo relativo en [—11, Tj y un minimo relativo en (1, 2).
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Asi pues, teniendo en cuenta todos estos parametros, la representacion grafica

aproximada de la funcion sera:

-50 4o -30 20 -10 0 10 20 30 40




