SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 17

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Enuncia el Teorema de Rolle. A continuacion, determina el valor de los

parametros reales m, ny pen la funcion f(x) para que pueda aplicarse el Teorema de

Rolle en el intervalo [— 1, 7]. (En qué valor o valores se cumple la tesis?

f(x)=

xX4+m-x x<3
n-x+p x>3

Enunciaremos primeramente el Teorema de Rolle para dejar constancia de sus

premisas y su tesis o conclusion:

Sea una funcién f(x) definida en [a, b] que verifica las siguientes tres condiciones:

e f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b]

e f(x) esuna funcion derivable en el intervalo abierto (a, b)

s fla)=f(b)

Entonces existe un punto c interior del intervalo (a, b) donde la derivada de la funcién

se anula, expresandolo matematicamente:

Elce(a, b)| f'(c)=0

Asi pues, vamos ahora a calcular el valor de los parametros reales m, n y p para
que se cumplan las tres premisas del Teorema de Rolle. Como puede comprobarse
facilmente, el dominio de la funcion propuesta en este caso es el conjunto de todos los

numeros reales. Obsérvese que para la funcion f(x) no presenta problemas de
dominio ya que independientemente del tramo seleccionado, la funcién se

corresponde con un polinomio.

La funcidon f(x) debe ser continua en el intervalo [— L 7]. Observamos que:

e Para x<3: la funcién f(x)=x"+m-x que es continua en R por ser un

polinomio. En particular, sera continuaen —1<x < 3.
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e Para x>3:lafuncidbn f(x)=n-x+ p es continua por ser un polinomio. Asi

pues, en particular sera continuaen 3<x<7.

Por tanto, el Unico punto en el que debemos prestar especial detalle para la

continuidad es en el punto de cambio x =3.

f3)=3*+m-3=9+3m
Lim f(x):LiISn n-x+p=3n+p =>9+3m=3n+p

x—>3 +

Lil}’n f(x)= Lil371 x*+m-x=9+3m

Ahora bien, la funcion f(x) también debe ser derivable (— 1 7):

e Para x<3: la funcién f(x)=x>+m-x que es derivable en R por ser un

polinomio. En particular, sera derivableen —1<x<3.

e Para x>3:lafunciébn f(x)=mn-x+ p es derivable en R por ser un polinomio.

En particular, sera derivableen 3 <x < 7.

Por tanto, el Unico punto en el que debemos prestar especial detalle para la

derivabilidad es en el punto de cambio x =3.

x4+mox x<3 P 2x+m x<3
f(x)={ - f(X)={
n-x+p x>3 n x>3

Las derivadas laterales en deben coincidir para asegurar la derivabilidad de f(x) en el

intervalo abierto (— 1, 7). Es decir:

f'3+)= Li};@+ f'(x)=n

f'G-)=Lim fi(x)=6+m f'BH=fC-) = n=6+m

La tercera condicion que debe verificar la funcién f(x) es que f(-=1)= f(7). Es decir:

fH)=f(7) = 1-m=Tn+p
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Estableciendo ahora un sistema de ecuaciones con las relaciones obtenidas podemos

calcular los valores de los parametros que nos piden:

9+3m=3n+p

9+3m=18+3m+p 9=18+p
n=6+m =

1-m=42+Tm+ p 0=414+8m+p
l-m=Tn+p

=-9
= P = n=6-4=2
m=—4

Asi pues, para que pueda aplicarse el Teorema de Rolle a la funciéon f(x) en el

intervalo [— L 7] debe cumplirse que m=—4, n=2y p=-9.

Determinemos ahora en qué punto/s se verifica la tesis:

' —4x x<3 , 2x—4 x<3
X)= = x) =
/&) {2x—9 x>3 1 {2 x>3

Asi pues,

, {2x—4:0 {sz
flx)=0 = =

2=0 2+#0

Por tanto, el iinico punto donde se verifica la tesis del Teorema de Rolle es x =2
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= =1 2
PROBLEMA 2: Considera la matriz cuadrada: 4= 3 -5 6
1 -1 0

a) Comprueba que la matriz 4 verifica la relacién A4° +4-(A+1): 0.
b) Demuestra que la matriz A no es singular.

¢) Calcula la matriz 4™

d) Calcula, los valores reales de x e y para los cuales se verifica que:

Al =xA+yl

a) Comprobemos que la matriz propuesta verifica la relacién sugerida:

-1 -1 2 -1 -1 2) (-1 -1 2 0 4 -8
A=l 3 =5 6| = A°=4-4=|3 -5 6|3 -5 6|=|-12 16 -24
1 =1 0 1 -1 0)J{1 =10 -4 4 -4

-1 =1 2) (110 0 0 -1 2) (0 -4 8
4.(A+1)=4-|| 3 =5 6|+|0 1 0||=4-|3 -4 6|=[12 —16 24
1 -1 0) (0 01 1 -1 1) (4 -4 4

Asi pues, se observa facilmente que:
0 4 -8 0 -4 8 0 0O
A +4-(A+1)=]-12 16 —24[+|12 ~16 24|=[0 00
-4 4. -4 4 -4 4 0 00

b) Basta con calcular su determinante y observar que no es cero:

-1 -1 2
|4=[3 -5 6|=—6-6+10-6=-8=0
1 -1 0

En consecuencia la matriz A no es singular.

) Podria calcularse mediante el uso del procedimiento por determinantes o el método
de Gauss-Jordan. No obstante, aqui lo haremos de forma mas rapida aprovechando

gue la matriz A verifica la relacion propuesta en el apartado a). Basta con observar que:
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A +4-(A+1)=0 = A +44+41=0 = A*+44=-4] =

A :—Z-(A+4I)

= A-(4+41)=-4I = A-(“”‘”j:l: 1

Por tanto:
-1 2
A’lz—l-(A+41)=—l- 3 -1 6
4 4
1 -1 4

d) Comparando las expresiones:
A =xA+yl

A‘I:—i-(A+4I):—i-A—I

Observamos facilmente que:
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PROBLEMA 3: Demuestra que cualquier matriz puede expresarse como suma de una

matriz simétrica y otra antisimétrica.

Dada una matriz cuadrada A cualquiera, podemos construir las matrices:

1 1
S:E-(A+AT) H:E-(A—AT)

Se observa facilmente que la matriz S es simétrica:

ST :B.(AMT)T :%.(AT+(AT)T):%-(AT+A):S = S'=§

Del mismo modo se comprueba que H es antisimétrica:
1 T r\ 1
HT :[5-(A—AT)} :5-(AT —(a") ):5-(AT —d)=-H = H'=-H

Ademas, si sumamos ambas matrices se observa que:
SeH= L (acar) |+ (- an) = las lam s Ly Lo 4
2 2 2 2 2 2
Con lo que queda demostrado que cualquier matriz cuadrada puede descomponerse

como suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica.
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PROBLEMA 4: Se sabe que los vectores 1 y v son ortogonales. Ademas, verifican que

(t+7)-@—v)=7y [ii+¥]=5. Halla el médulo de los vectores & y 7.

Dado que:
V-u-v-v-v=7 =

=7 = [a -l =7

<y

G+7)-@-v)=7 = i+

<
<!

<)
<y

=

Y como:

li+9]=5 = [a+v] =25 = @+v)-@+9)=5 = @-i+2-d-v+v-v=5
Pero como los vectores u y v son ortogonales (es decir, su producto escalar es cero):
[@+9]" =25 = dai+2-4-v+9-9=25 = w-itv-v=25 =

= [+l =25

Realizando un sistema de ecuaciones, obtenemos que:
} = [al=4 [7]=3

-2 12
" =¥ =7

Jall* + ] =25



