SOLUCIONES DOSSIER SEMANAL 12

MATEMATICAS Il
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Calcula de forma razonada cada uno de los siguientes limites:

2 _ : Jx
2 Lim Y% 5 Lim 26X+ o Lm
x>0 x+1 x>1 3—X—2X X + X+\/;
R , X2 +3 - 1
d) Lim — e) Lim . +_X+1 " f) Lim XN X
X—>5 (X—5) . X2 +1 x—>0 X

a) Lim ﬂ;ﬁ
x>0 x+1

Este limite no existe ya que el limite por la izquierda de cero no esta definido para la
funcién raiz cuadrada que aparece en el denominador. Unicamente podriamos calcular
el limite por la derecha:

2
b) Lim 5x 6x+1:

; 9 — INDETERMINACION
x>1 3—xX—2X 0

Para resolver esta indeterminacion factorizaremos ambos polinomios y tras ello,

simplificaremos la expresion que aparece en el limite. Utilizando Ruffini observamos:

5 -6 1

1 5 sl => 5x? ~6X +1=(5x~1)-(x~1)
5 -1 0
-2 -1 3

1 -2 -3 = 3-x-2x* =(-2x-3)-(x-1)
-2 -3 0

Asi pues, el limite propuesto se resuelve como sigue:

2
Lim X _GX_HZP}: i XD 1) e (BxeD) 4
x—1 3_X_2X2 0 x—1 (_2)(_3).()(_1) x—1 (_2)(_3) 5

c) Lim L = {2} = INDETERMINACION
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Para resolver esta indeterminacion hemos de comparar el crecimiento del numerador y
denominador. Si hacemos esto, observamos que:

Jx [Oo}zumﬂzl

Lim ——— =
algy

7 x XX

Otra forma mas formal de resolverlo consiste en dividir numerador y denominador entre

e 0]

la x de mayor grado que en este caso es raiz de x:

Jx

lim X _ F} Clime— X i ! _
JX x \x2 Vx*
= Lim ! =1

x—5
d) Lim € :[%} = INDETERMINACION

X—>5 (X — 5)2

Sabemos que esta indeterminacién proporciona como resultado un valor infinito. No
obstante, debemos de calcular los limites laterales para poder averiguar el signo del
infinito en cada posible direccion:

x-5
Lim ¢ = |:£} = 400

X—> 5+ _E) 0 x—5
(X 5) = Lim € 5 = +00
- {1} x>5 (x —5)
Lim > =| ==+
X—> 5— (X_5) 0

Como los dos limites laterales son iguales, podemos decir que el limite propuesto existe

y vale mas infinito.

x2+3

e) Lim j = [I*]= INDETERMINACION

X—>0

2

X2 +Xx+1
X +1
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Para resolver este tipo de indeterminaciones aplicaremos la conocida férmula de oro
(aunque también podria resolverse aplicando logaritmos neperianos). En esta ocasién
haremos uso de la férmula, mas adelante, cuando conozcamos la regla de L'Hépital lo
resolveremos aplicando logaritmos neperianos.

2 2 2 2 2
«243 . X +x+1_ X +3 . X+ X+1-x“-1 X +3
i X2 + X+1 Cx xlirorl[ x2+]_ 1} X xL—|>nol x2+]_ X
Lim| 21227 =e =e
x—oo {0 X*+1
2 2
le(lej x:S Lim x2+i
X—>o0o \ X"+ 0
=e =g~ X =g

. Al+EX—=41-X
f) Lim =

x—>0 X

{OO_OO} = INDETERMINACION

o0

Primeramente debemos resolver la indeterminacion co—oo. Para ello multiplicaremos y
dividiremos por el conjugado del denominador.

i M—Jﬁ_ (\/1+X—\/1—X)'(\/1+X+\/1—X)
im = Lim

Li

x>0 X x>0 x-( 1+x+ 1—x)
Lim 1+x-1+x  _ Lim 2X ={9}=
x>0 x~(ﬁ+\/l—_x) x>0 x-(\/1+x+\/1—x) 0

= [Simplificamos | = Lim 2 o1

2
01X +15x 2
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PROBLEMA 2: Dadas las rectas:

44 X=31-2
P XY, s ly=3 conleR
2 -1
z=1+41

a) Determina su posicion relativa
b) Calcula el angulo y la distancia entre ambas

¢) Halla la perpendicular comiin a ambas rectas.

a) Para determinar la posicion relativa de dos rectas, extraemos primeramente un
punto y un vector director de cada una de ellas. En este caso es facil ver que:
u.=(2,1,1) B =(44,0)

U, =(3,0,1) P,=(-2,31)
Asi pues, dado que los vectores directores no son proporcionales, podemos asegurar
que ambas rectas no seran ni paralelas ni coincidentes. Para averiguar si se cruzan o
son secantes, lo que haremos serd comprobar si el vector que une los puntos de
ambas rectas es coplanario con los directores:

P.P = (4,4,0) — (—2,3,1) = (6,1,—1)

Para ver si son coplanarios hemos de ver si el determinante es nulo o no:

2 1 1
30 1|=10%0
6 1 -1

Dado que el determinante es distinto de cero, podemos afirmar que las rectas ry s

se cruzan en el espacio.

b) Para obtener el angulo de ambas rectas, calcularemos el angulo formado por sus

vectores directores:

[TEETA |6+ 0+ 1] 7
cos(a) = — —— = =
el - sl VA+1+1-v9+0+1 /60
Asi pues:
4 25,35¢
a = arc cos—— = 25,352
V60
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Asi mismo, la distancia entre dos rectas que se cruzan, podria obtenerse mediante
el calculo de la perpendicular comin o bien, utilizando la expresién deducida en

clase:

|det(d,, ts, PsPy) |
2, x Ul

d(r,s) =

Dado que el determinante lo hemos calculado en el apartado a), simplemente hemos

de averiguar el médulo del producto vectorial de los directores de ambas rectas:

T Tk
U Xus =12 1 1|=(011-3)
301
Asi pues:
|det(i,, i, BB | 10 10 1011
d(r,s) = = = u

i, xdll ~ Jvi+1+9 11 11

c) Utilizaremos un método constructivo para obtener la perpendicular comin a ambas
rectas. Calcularemos la perpendicular comin como interseccién de dos planos
secantes. Un primer plano que contiene a la recta r y esta también dirigido por la

perpendicular comun:

x—4 y—4 =z
2 1 1[=0 = —4x+7y+z-12=0
1 1 -3

Otro plano, que contiene a la recta s y esta también dirigido por la perpendicular

comun:
x+2 y—-3 z—-1
3 0 1 =0 = -—-x+10y+3z—-35=0
1 1 -3

Asi pues, la perpendicular comun sera:

‘= —4x+7y+z-12=0
i {—x+10y+3z—35=0
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PROBLEMA 3: Determina los valores de los parametros reales a y b para que la

funcién f(x) sea continua:

2
3a+ 3* x<-1
f(x)= 4 -1<x<1
2+ 2%
L x>1
b— -X

En primer lugar, analizamos y calculamos el dominio de la funcién por si existiera
algun punto problematico donde debiéramos dedicar especial atencién.

e En el primer tramo, la funcién es una funcién de tipo exponencial y en
consecuencia no presentan problemas de dominio, ya que el denominador del
exponente so6lo se anula para X =0 y este valor no entra en el tramo considerado.

e El segundo tramo, la funcion solo presentaria problemas si el denominador se
anulara, pero esto no es posible ya que lo conforma la suma de dos funciones
gue son siempre positivas.

e Finalmente, el tercer tramo presentaria problemas si b—27 =0. Es decir:

b-2%=0 = b=2" = 2*=% = XZLOQZ%

Asi pues, la funcion sélo presentaria problemas de dominio en que es un valor que
depende del parametro real b. Asi pues, por el momento, consideraremos que el dominio
de la funcion f(x) es todo el conjunto de los niUmeros reales. Tras calcular b para que

la funcion sea continua, veremos si este valor de b proporciona problemas de dominio.
Por tanto, los Unicos puntos que requieren especial atencién con respecto a la
continuidad son los puntos de cambio, transicidon o soldadura:

Realicemos ahora el estudio detallado de la continuidad:

e Para Xx<-1:La funcion f(x) en este tramo es continua en todo R por ser una

funcién exponencial. En particular serd continua en X <—1.
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e Para —1<x<1:Llafuncion f(Xx) en este caso es una composicion de funciones
continuas en todo R. En particular, sera continua en el intervalo indicado de
-1<x<1.

1
e Para x>1:Aqui, la funcién f(x) es continua para todo X # Log, b De forma

particular, si este valor de x (que depende de b) no entra en el tramo considerado,

entonces sera continua en X >1.
Ahora so6lo nos resta analizar los puntos de cambio:

e Para x=-1

4 8
f(-1)= =°
( ) 2+27% 5
2
Lim f(x)= Lim3a+3" —3a+ == 3a+2-0= 3a-0_1_ o_0
X— —1— X— —1— 9 9 5 5 9 135
Lim f(x)= Lim mred
x— -1+ x>-1+ 24 2% |
e Para x=1
4
fll)= =1
o 2+ 2
Lim f(x) = Lim 4 o o1=3 o oplogn pt
x> 1- o1 2+ 2% b_; 2 2
2
Lim  (x) = Lim =
X— 1+ x— 1+ b_27X 1
b ™
2

Sélo faltaria comprobar si el valor de b proporciona problemas de dominio en el tercer

tramo donde influye:

b—Z’X:O:Z—Z’X:O = %:ZX = 2X:§ = X:Log2§<0

Dado que el valor problematico no entra en el intervalo, sabemos que el valor de b hace
posible que la funcion sea continua.

Asi pues, los valores que deben tomar los parametros reales a y b para que la

‘s . 7
funcién sea continuason a=—y b=—.
135 2

®@@ Obra bajo licencia Creative Commons Pedro A. Martinez Ortiz
Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual www.maths4everything.com
@maths4everthink

4.0 Internacional



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.maths4everything.com/

