SOLUCION DOSSIER SEMANAL 4

MATEMATICAS I
Por Pedro A. Martinez

PROBLEMA 1: Halla el punto de la curva y=1Ln (1+x2) en que la tangente es

perpendicular a la tangente trazada por el punto de abscisa x =1.

Aunque no es estrictamente necesario para resolver el problema, calcularemos
primeramente la recta tangente a la curva en el punto de abcisa x =1.

Sabemos que la ecuacion de la recta tangente vendra dada por la expresion:
y_f(xo):f,(xo)'(x_xo)
Asi pues:

1 2x
=y="ILnll+x* "(x)= Dx =
f@=y=Lnll+’) = flo)=mg2n="0

f)=Ln(1+1>)=Ln2

2:-1 2
! = :—:1
S&) 1+1> 2

= y—LnZzl-(x—l) = y=x-1+Ln2

Como vemos, su pendiente es m= f'(I)=1. Asi pues, la pendiente de la recta

perpendicular sera:

Finalmente, lo que queremos averiguar es en qué punto de la curva, la tangente tiene
la pendiente de la recta perpendicular, es decir, en qué punto la derivada vale m'=—1.

2x 2

2:—1 = 2x=-1l-x = xX*+2x+1=0 =

f’(x)z -1 =

I+x
= (x+1)=0 = x=-1
Por tanto, las coordenadas del punto de la curva que buscamos seran:

P(=1, fc1)=P (1 Ln(1+(-1)))=P (-1 Ln2)
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PROBLEMA 2: Calcula los valores de los pardmetros reales a y b en la funcion f(x)
para que pueda aplicarse el Teorema de Bolzano en el intervalo [—7[, 7[]. Tras ello,

calcula el punto o puntos que predice el teorema.

cos X si—T<x<0
fx)=4a+x’ si 0<x<l1

b .

— si 1<x<nrm

X

Recordemos que el Teorema de Bolzano dice:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y verifica ademas que
f(a)- f()<0 (es decir, la funcién toma valores de signo opuesto en los extremos)
entonces existe al menos un punto que llamaremos c del intervalo abierto (a, b)donde

la funcién f(x) se anula. Expresando la tesis matematicamente:

Elce(a,b)| f(c)zO

Asi pues, primero deberemos calcular los valores de a 'y b para forzar que la funcién sea
continua. Observamos primeramente que la funcién no presenta ningun problema de
definicion. Asi mismo, la funcidn esta formada por funciones continuas en cada uno de
los tramos indicados por lo que los Unicos puntos que requieren ser estudiados en

profundidad son los puntos de cambio.

e Para x=0

f(0)=cos0=1
Li1(1)1f(x)=Li1(1)1a+x2:a = a=1

Lim f(x)= Lim cosx =1

x—>0- x—>0-
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e Para x=1:

b
JA)=—=b
X
Lil;l’lf(x)=Ll'I?19=b = b=a+1l = b=1+1 = b=2
x—>1+ x=>1+ x
Lil?1f(x)=Li71n a+x’=a+l

Asi pues, para que la funcion sea continua los parametros deben valer a =1y h=2.

Debemos comprobar que para estos valores la funcién toma valores de signo opuesto

en los extremos del intervalo [—7[, 7[]:

f(=x)=cos (— 7[) =-1
fimy==

T

= f(-n)- f(7)<0

Dado que se cumplen las condiciones del Teorema de Bolzano, concluimos que:
e e(a, b)| f(c)zO

Vamos a calcular ahora el punto o puntos que predice el Teorema de Bolzano en este
caso. Dado que la funcidn tiene tres tramos vamos a comprobar si la funcidén se anula

en alguno de ellos:

e Para —7<x<0: cosx=0 = x:%+k7z keZ

Pero en el tramo —7z <x<0 so6lo hay una raiz de esta ecuacion que es

X=—-—

2
e ParaO<x<l:1+x*=0 = x*=-1

Y esta ecuacidon no tiene solucion real.
2
e Paral<x<m:—=0 = 2=0

X

Que es un absurdo que nos lleva a concluir que no hay solucién en este tramo.

, . V4
Asi pues el punto que predice el Teorema de Bolzano en este caso es x = 5
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PROBLEMA 3: La parte entera de un numero se define matematicamente como:
E(x):max{neZ‘ n<x }

es decir, la parte entera de x es el mayor de los enteros que es menor o igual x. Realiza
una representacion grafica de la funcion f(x) = E(x) y a partir de dicha grafica, estudia

su continuidad y derivabilidad.

Para representar esta funcion, basta con recurrir a una tabla de valores y analizar un
poco cual es su comportamiento. Primeramente hemos de entender qué significa la

expresion que define a la funcion.

Imaginemos que queremos calcular la parte entera de x=2.8. La parte entera de
x = 2.8 sera un numero entero pero, ;cual? Primero hemos de determinar el conjunto

de numeros que son menores o iguales que x =2.8 (ver representacion).

|
I
5 4 -3-2 -1 0 12 3 4 5

Una vez tenemos claro qué niumeros son menores o iguales que x =2.8 simplemente

hemos de cual es el entero mas grande que hay en este conjunto.

|
I
-5 4 -3 -2 -1 0 1 3 4 5

En este caso sera 2, por lo que E(2.8):2. Siguiendo este razonamiento, podemos

construir una rudimentaria tabla de valores que nos permitira trazar la grafica de la

funciéon f(x) = E(x).




SOLUCION

A
23| 2

21| 2

2 | 2

1.9 | 1

1.5 | 1

0.5 ] 0
-0.5| -1
-0.9| -1
-1 | -1
-12| -2
-19| -2
-2 | -2
-2.7| -3
-2.8| -3
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A la vista de la grafica es facil estudiar la continuidad y derivabilidad de esta funcion.

Como podemos apreciar, la funcidon no es continua para valores enteros (donde

presenta discontinuidades de salto finito). En consecuencia, al no ser continua para

valores enteros, tampoco sera derivable. Como conclusion, y utilizando lenguaje

matematico, la funcién f(x) = E(x) es continuay derivableen R—-Z.



