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MONOTONIA DE UNA FUNCION

La derivada de una funcion nos ayuda a determinar su
monotonia, es decir aquellos tramos donde es creciente o
decreciente.

Si la derivada en un punto es F'(b)<0
positiva entonces es creciente

en dicho punto. ).

negativa entonces es decreciente

Si la derivada en un punto es \
en dicho punto. Ia b




MONOTONIA DE UNA FUNCION
f'(b)=0

Asi pues, los MAXIMOS vy
MINIMOS de una funcidn

verificaran la ecuacion:

S (x)=0 \

\/4 ~_

TEOREMA DE FERMAT: Si en x=a la funcién f(x) presenta un
maximo o minimo entonces f'(a)=0

IMPORTANTE: Si en x=a se cumple f'(a)=0, no quiere decir que en x=a
haya un maximo o minimo (puede que si o puede que no)



MONOTONIA DE UNA FUNCION

¢Como saber si un punto x=a que cumple f'(x)=0 es un
madximo o minimo o ninguna de las dos cosas?

Estudiando la segunda derivada:

" Si f""(a) >0 = f(x) alcanza un minimo relativo en x=a
= Sj f"(a) <0 = f(x) alcanza un maximo relativo en x=a

¢Y si resulta que f"(a)=07?

Entonces deberemos estudiar el signo de la siguiente derivada de
orden par.




MONOTONIA DE UNA FUNCION

¢Como saber si un punto x=a que cumple f'(x)=0 es un
madximo o minimo o ninguna de las dos cosas?

Otra manera de contestar a esta pregunta es estudiar el signo de
la primera derivada a |la izquierda y derecha del punto critico:

f=x*-1 = f(x)=2x = 2x=0 = x=0
— 00 0 + 00

SIGNO DE LA
DERIVADA - +

MONOTONIA DE LA \ >
FUNCION o

MINIMO RELATIVO




CURVATURA DE UNA FUNCION

La segunda derivada nos proporciona informacion sobre la curvatura de

una funcion en un punto.

Concava

f"(a)<0

f"(a)>0

Convexa

Hay autores que asignan los nombres de
forma contraria. En cualquier caso, lo que
debéis recordar es la forma de la curvatura:

Si se es negativo... Si se es positivo...

f"(@)<0 f"(a@)>0




CURVATURA DE UNA FUNCION

Los puntos donde la funcidn pasa de cdoncava a convexa (o viceversa) se
denominan PUNTOS DE INFLEXION.

Teorema: Si en x=a la funcion f(x) presenta un punto de inflexion, entonces se
cumple que f"'(a) =0 . Todos los puntos de inflexién verificaran la ecuacion:

f(a)=0
/"

f(x)=x*+3x= f(x)=3x" +6x =|f"(x)=6x+6=0 = x=-1

— 0 —1 + 00

SIGNO DE LA
SEGUNDA DERIVADA = +

CURVATURA DE LA r\ U
FUNCION

PUNTO DE INFLEXION




TEOREMA DE ROLLE

Si una funcion f(x) es:

o Continua en el intervalo cerrado [a,b]

e Derivable en el intervalo abierto (a,b)

o Jfla)=f(b)
Entonces existe al menos un punto interior ¢ para el cual la derivada se anula,
es decir:

Jcela,b)/ f'(c)=0

M ,IJFL'_"-J

-
fla)=71(b) [x)

.J"”ﬁ:' 1




TEOREMA DE LAGRANGE (O DEL VALOR MEDIO)

Si una funcion f(x) es:
o Continua en el intervalo cerrado |a,b]
o Derivable en el intervalo abierto (a,b)
Entonces existe al menos un punto interior ¢ €(a,b) tal que:

f(b)— f(a)
b—a

f(e)=

Lo cual equivale a

f(@)—f(a)=f'(c)-(b—a)

: Es decir, hay un punto entre a y b donde la
fe)f() recta tangente tiene la misma pendiente que
la recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b))




TEOREMA DE CAUCHY

Si dos funciones f(x) y g(x) cumplen que:
e Continuas en el intervalo cerrado |a,b]
e Derivables en el intervalo abierto (a,b)
o gla)=g(b)
o o'(x)#0 Vxe (a, t’))
Entonces existe al menos un punto interior ¢ (a,b) tal que:

f©) _ f(b)- f(a)
g'(c) g(b)—g(a)




CALCULO DE LIMITES

¢ Como calculariamos, por ejemplo, el siguiente limite?
Sen(x)

Lim
x—0 X

Una de las técnicas que ya conocemos para resolverlo es la aplicacion de
INFINITESIMOS EQUIVALENTES.

Los infinitésimos equivalentes son
funciones que en un entorno de
cierto punto se comportan de forma
similar.

- flx)
e g(x) 1




APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Tabla de infinitésimos equivalentes

x—0
Sin X x—1
g x Ln x
: : x—1
arcsin x sin (x —1)
arctg x X
e’ —1
c . Sen\x . X
Ln(1+ x) Lim ( )lem 1
x: x—0 X =0 x
]l —cosx —
2
2
X
— 2
. 1—coslx , .X
Lim ( )%le 2 = Lim =—=0




CALCULO DE LIMITES

¢ Como calculariamos, por ejemplo, el siguiente limite?

sen(x)

Lim
x—0 X

Otra de las técnicas disponibles es el TEOREMA DE 'HOPITAL:

Nos permite resolver limites
que se reducen a las

indeterminaciones: f(x)

|
8|8




CALCULO DE LIMITES

~| TEOREMA DE 'HOPITAL: | ...

. senlx i . COS
Lim ( ) _ 9 _ Podemos aplicar el — Lim (X) _1
x—0 X 0 TEOREMA DE 'HOPITAL:| x—0 1
 Inx o0 Podemos aplicar el 1/x |
Lim —:[ }— =Lim —=Lim —=(

X—>+00 ex ex X—>+00 xex



CALCULO DE LIMITES

RECORDAR que la técnica de L'Ho6pital solo se puede aplicar cuando se
nos presentan las indeterminaciones:

0 00

0 00

Ahora podremos también resolver otras indeterminaciones que hasta el
momento habiamos pasado por alto:

0-00 0° 0!



CALCULO DE LIMITES
_ %} b o x
Lim| x—2lte x = Lim—=—"_ =
g
X 2) s 1
- T
X——
2
—1 (:ﬁ: — 5\' g
Se trasforma en una indeterminacion L'Hopifal cos> v ‘ \ 2] o
0 = Lim——"~—=Lim~=——"—=
. BB r =1 T cos”x
del tipo — o — expresando el producto Ty . T3 :
o 0 T\
como un cociente: [ X = S
0o e
, . Flx) [ o BB
Lim f(x)-g(x) = Lim — 2 x ==
x—+a x—a _ I.f”.? . 5 ey —
2(x) 2 2c08X- (—sinx)
T T
2{.“.‘—5] ?. T—?J%
=Lim £ = Lim———=~=
H% 2Cosx-sSmx x_-,§ sm2x
L'Hepital 2 2
= Lim = 75 |
w2 2C082x -2




CALCULO DE LIMITES

Se resuelve mediante derivacion
logaritmica. Aplicamos logaritmos y se
resuelve el limite del logaritmo.

d=Lim Fa =

X—4

= InA=Limg(x)-Ln f(x) =

Lim g(x)-Ln f(x)
> A=e""

.. O |
A=Lim .Tsm-"' =In A= LimlIn ._"._.S:IIL'{ —
=L x—0
: oo Inx~
> InA=Limsix-Lnx= Lim =
x—=0 230
I X
l ]
T B sinx 0
= Lim—>Y—=Lim- =
—0 —COSX x—=0 v COS Y
SRy
L'Hopital cos t
= Lim- ey
=0 COSx—xSInXx

S InAd=-12 A= > Limx™ =e

x—=0




CALCULO DE LIMITES

1 \l.'l' mD & 1 X
= Lfm[— J —iln A= LimIn [—} =%
x—=0 X x— 0 X
Se resuelve mediante derivacion 1)
logaritmica. Aplicamos logaritmos y se . In { — J
resuelve el limite del logaritmo. i L Ame... X
g —SInA=Limx-Ln = Lim
x—0 X x— 0 ]_
: g{x) — X
A=Lim f(x)"" =
x—da - 1 0
> InA=Limg(x)-Ln f(x)= L ol x>0
isa” = Lim—=>X=Lim—=Limx=0=
x—0 — ]_ x—0 x x— 0
Lim g(x)Ln f (x) X2
> A=e :
i i 1 W
Sl d=03 d=¢g :1:},{.1'”{— =1
x— 0 X

r



PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Los problemas de optimizacion son problemas donde el
objetivo consiste en maximizar o minimizar algun aspecto

determinado.

Con las derivadas podemos resolver problemas donde se
desea optimizar (maximizar o minimizar) una funcién que
denominaremos FUNCION OBIJETIVO.

La dificultad de estos problemas estriba, en la mayoria de
las ocasiones, en la construccion de la funcion objetivo
gue deseamos optimizar.




PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Eiemplo: Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima inscrito
en una circunferencia de 10 cm de radio.

PASO 1: Realizar una representacion grafica, si es posible, de |a situacion
descrita en el problema.

.
10 ¢ De todos los posibles rectangulos que
pueden trazarse, queremos el de area
maxima.




PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

PASO 2: Identificar aquello que deseamos optimizar (hacer maximo o
minimo). En el caso que nos ocupa, se trataria del area de un rectangulo.

PASO 3: Crear las variables necesarias que pueden interesarnos vy
construir la funcion objetivo.

El area de un rectangulo depende de la longitud de |la base y su
altura. Asi pues:

x = longitud de la base del rectangulo

v = longitud de la altura del rectangulo

Esto nos permite construir la funcion objetivo
de nuestro problema:

Alx,y)=x-y




PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

PASO 4: Buscar una relacion entre las variables que hemos creado. A esta
relacién se le suele conocer como CONDICION DE LIGADURA.

10 cm 20 em

X X

Teorema de
Pitagoras

Y ¥+ =400

PASO 5: Despejar de la condicion de ligadura una de las variables y sustituirla

en la funcidn objetivo:

X+ =400 = y=1/400—x>

Alx, y)=x-y

A(x)=x-/400— X’




PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

PASO 6: Ahora que la funcidén objetivo depende de una unica variable,
podemos derivarla y extraer los maximos/minimos.

A(x) = x 400~ = A(x)=~/400— 2 +x ——=
24400 — X2
x? B 400 — x* — x* 400 —2x?

— A'(x)=/400-x* —

J400— x> 400—x*  |\J400- 2

lgualamos la derivada a cero, y extraemos los PUNTOS CRITICOS

400 — 27
J400 — 2

=0 =400-2x°" =0 =2x" =400 = x =++/200




PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

En este caso, el valor de x no puede ser negativo porque no tendria
sentido una distancia negativa. Asi pues nos centraremos unicamente en
comprobar si la solucién positiva obtenida se corresponde con un

maximo.

. 2
A'(x) _ 400 —-2x
V400 — x2
0 ++/200 200
SIGNO DE LA
+ —_—

DERIVADA
MONOTONIA DE LA >
FUNCION — —

MAXIMO RELATIVO




PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

PASO 7: Proporcionar claramente la solucion al problema.

Para el valor de x=+/200 la funcidn A(x) alcanza un maximo relativo.
Asi pues:

)/:\/400—x2 — y=\/4OO—(\/m)Z = y=m

El rectangulo de maxima area que puede inscribirse en una circunferencia
de radio 10 cm tendra las siguientes dimensiones:

Base: x=+200 cm
Altura: y =+/200 cm

200 cm

Es decir, en realidad se trata de un 200 em
cuadrado de lado+/200 c¢m y su area sera:

A= (\/ﬂ)zcm2 =200 cm”




